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PRESENTACION

Estaguia de estuio es un complemento del texto Cdlculo integral en una variable; a lo largo de
dicho texto, se utiliza el sistema de coordenadas rectangulares para trabajar con funciones,
curvas, graficas y, en general, con el cdlculo de integrales. Sin embargo, el calculo de areas
de ciertas regiones puede hacerse de modo mas eficiente mediante el uso de coordenadas
polares; asi como para el calculo de la longitud de arco de cierto tipo de curvas es mas
efectivo parametrizar la curva. Aqui, se hace un repaso sobre coordenadas polares y curvas
paramétricas y se utilizan para calcular areas y longitudes de arco.

El formato de estaguia es semejante al del texto citado. En general, se sigue una metodologia
en la que se tratan de deducir las técnicas que luego seran utilizadas. El tema es muy
técnico, por lo tanto, aparecen pocas definiciones y teoremas; por el contrario, se provee una
serie bastante amplia de ejemplos ilustrativos.

Al final, aparece una seccion en la que se proporcionan las soluciones de todos los ejercicios
propuestos. Estas soluciones se brindan con bastante detalle, aunque no tanto como en los
ejemplos resueltos, de modo que le permitan al estudiante tener una buena guia con
respecto a la forma de resolverlos.

Agradezco a Eugenio Rojas y a Mario Marin la revision del material y sus sugerencias para
mejorarlo.
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Vi

OBJETIVOS

Utilizar las coordenadas polares en el plano para representar puntos y curvas.

Calcular areas limitadas por curvas en coordenadas polares mediante la aplicacion

de integrales.

Determinar la longitud de curvas definidas mediante coordenadas polares mediante

la aplicacion de integrales.
Expresar curvas planas mediante coordenadas paramétricas.

Aplicar la integracion para determinar dareas limitadas por curvas definidas

paramétricamente.

Aplicar la integracion para calcular la longitud de curvas dadas paramétricamente.



1. Repaso de coordenadas polares
Un sistema de coordenadas polares en el plano consiste de un punto O, llamado polo
y una semirrecta con origen en O, llamada eje polar (vea la figura 1).

0)

polo eje polar

Figura 1. Sistema de coordenadas polares.

Cada punto P en el plano se representa mediante un par ordenado P(r,0) donde r es
la distancia del punto P al polo y 6 es la medida del dngulo entre el eje polar y el segmento
OP, tal como se indica en la figura 2. Los ntimeros r y 6 son las coordenadas polares de P
y se llaman, respectivamente, distancia radial y dngulo polar del punto P en el sistema.

Las coordenadas polares del polo, en tal sistema, son (0, 0).

_~P(r,0)

Figura 2. Coordenadas polares de P en el plano.

Aunque como polo se puede tomar cualquier punto en el plano y, como eje polar,
cualquier semirrecta con origen en ese punto, se acostumbra imaginar en el plano un
sistema de coordenadas rectangulares, se toma como polo el origen de dicho sistema y,

como eje polar, el eje x positivo. Esto facilita el paso de un sistema de coordenadas a otro.

Ejemplo 1

Sea P el punto en el plano cuyas coordenadas rectangulares vienen dadas por (1,1),

¢Cuales son las coordenadas polares de P?



2 Célculo Integral

Solucion:
En la figura 3, el AOAP es rectangulo isésceles; por lroomomn AP(V2, 7t/4)
lo tanto, segtin el teorema de Pitdgoras, la distancia de | 3 -
O a P es v/2, entonces r = /2. Por otra parte, el seg- i < i
mento OP y el eje polar forman un éngulo de F radia- v \n/4 !
nes (puesto que el tridngulo es is6sceles); por lo tanto, O 1

0 = 7. De esta manera, el punto P, en coordenadas  Figura 3. Representacién de

polares, puede representarse por P(v/2, %), como se P(1,1) en coordenadas polares.

observa en la figura 3. O
En el ejemplo anterior se dice que el punto P de
coordenadas rectangulares (1,1) puede representarse P(v2,§m)
en coordenadas polares mediante (1/2, F). Esto, por ).11’3((\\//_E '"é‘:)
74

cuanto no hay una forma tnica de representar los

puntos del plano en coordenadas polares. Por ejem-

plo, considerando este mismo punto P, se observa que

OP no solo forma un dngulo de 7 con el eje polar, sino

también forma un 4dngulo de 7t radianes (e infinitas

. . Fi 4. Vari -
medidas mads, vea la figura 4). De este modo, P tam- rera arias representa

. ciones de P(1,1) en coorde-
bién puede representarse en coordenadas polares me-

diante (\/i, %7‘[).

Ahora se consideran los puntos P(1,1) y Q(—1, —1) (ambos en coordenadas cartesia-

nadas polares.

nas). Si se trazan en un sistema de coordenadas cartesianas, se nota que P es la reflexién de
Q con respecto al origen; por otra parte, Q se puede representar en coordenadas polares
mediante (\/ﬁ, %7‘(), segln se ilustra en la siguiente figura.

Figura 5. P es la reflexién de Q con respecto a O.
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De acuerdo con el comentario anterior, otra forma posible de representar P, en coor-

denadas polares, es mediante (—+/2, ?17'[), dado que P es la reflexion de Q.

En general, si P se escribe en coordenadas polares mediante (r,0), entonces también
puede representarse mediante (7,6 4 nr), para cualquier nimero entero #n, o mediante
(—r,0+ 7).

Se denominan representaciones principales del P a las representaciones:
= (r,0),donde 0 < 6 < 27t.

» (—r,0+ ), donde —1 < 0 < 7.

Ejemplo 2

En el ejemplo 1 se determiné que el punto (1,1) puede escribirse en coordenadas po-
lares como (v/2, 7)- Segtin los comentarios anteriores, también se puede escribir como
(—V2, gﬂ). Estas son las representaciones principales de dicho punto. O

1.1. Relacién entre coordenadas polares y rectangulares

Considere, en el plano, un sistema de coordenadas

rectangulares y un sistema de coordenadas polares, de y

manera que el polo coincida con el origen O(0,0) y el

eje polar coincida con el semieje positivo x, tal como Polo N
se observa en la figura 6. O(0,0)]  Eje polar

Figura 6. Coordenadas polares y

Ahora, considere un punto P en el plano cuyas ctangulares en el plano.

coordenadas rectangulares sean (x, y) y sus coordena-

das polares principales sean (r,0) (r > 0). Para ver Yoo #P(x,y)
qué relacion existe entre estos dos pares de ntiimeros, % o0

se traza el tridngulo rectdngulo de vértices O, Py A, %/X// :
donde las coordenadas rectangulares de A son (x,0) 7 tan~!|Z|]

(vea la figura 7). 0(0,0) A(;c,o)

Por trigonometria se cumple que Figura 7. Relacién entre coordena-

das polares y rectangulares.
x=rcost) y y=rsend. (1)

Estas ecuaciones establecen la relaciéon entre ambos tipos de coordenadas. Las dos

ecuaciones anteriores permiten el paso de coordenadas polares a rectangulares; para de-
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terminar la forma de cambiar de coordenadas rectangulares a polares, se despejanry 6, a
partir de las ecuaciones (1). Si se elevan al cuadrado ambos miembros en las dos ecuacio-

nes y se suman los resultados, se obtiene

2

x? +y* = 1?cos® 0 + r?sen’ 6

= r%(cos? 6 + sen? ) = 2.

Por lo tanto, r = /x2 + y2. Por otra parte, de (1): £ = 508 — tan g si x # 0. De modo

7 cos 6
que 6 = tan! |£] si x # 0, donde 6 es el 4ngulo positivo menor que OP forma con el eje

x.Six = 0, entonces se toma 6 = .

En resumen, para pasar de coordenadas rectangulares a coordenadas polares, se utili-

r:\/ry2 y G:tan_l)%

Si P esta en el primer cuadrante, entonces su representacion en coordenadas polares es

zan las ecuaciones

,six 0. )

P(r,0); si estd en el segundo cuadrante, entonces es P(r, T — 0); si estd en el tercer cua-

drante, es P(r, 7 + 0) y si estd en el cuarto cuadrante, se escribe P(r, 27 — 0).

El punto (0, y), en coordenadas rectangulares, corresponde, en coordenadas polares, a
(Iyl,5) siy > 00 (|lyl, 37) siy <.
Ejemplo 3

Se consideran los puntos P(2, %) y Q(—1, %71), en coordenadas polares, escribirlos en
coordenadas rectangulares.

Solucion:
» Para el punto P: de acuerdo con (1),

T 1 T 1
x—2cos§—2-§ y y-25en§—2~§\/§—\/§.

De modo que, en coordenadas rectangulares, P(1, \/§)

» Para el punto Q: otra vez se utiliza (1) y se obtiene

7 1 1 7 1 1
x——1c0867r——1-—§f3—§f3 y y=-lsengm=—1-—2=2.

Asi, en coordenadas rectangulares, se escribe Q (%\/3, %) .
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Observe que también se puede escribir Q en coordenadas polares como Q(1, Z). A partir

de esta representacioén y usando (1), se obtiene el mismo resultado anterior. O

Ejemplo 4

Los puntos A(3,2), B(—1,3) y C(0, —2) estdn representados en coordenadas rectangu-
lares; escribirlos en coordenadas polares.

Solucion:

» Punto A: se tiene, de acuerdo con (2), r = /32 + 22 = /13.

Por otra parte, 6 = tan—! % ~ %7‘(. Como A es un punto en el I cuadrante, sepuede

escribir como A <\/ 13, %7‘[) en coordenadas polares.

» Punto B: se tiene r = /10, 0 = tan 13 ~ %7‘(. Como B estd en el II cuadrante,
entonces = m— 0 = 7 — %71 = %n. Luego, en coordenadas polares, B ( 10, %n)

» Punto C: se tiene r = 2 y como x = 0, y < 0, entonces, en coordenadas polares, se
escribe C(2, 3 7). O

Ejemplo 5
Escribir la ecuacion A
"= senf +2cosf

en coordenadas rectangulares.
Solucidn:

Multiplicando a ambos lados de la igualdad dada por sen 6 + 2 cos 6, se tiene
rsenf + 2rcosf = 4,
entonces, segiin (1), y + 2x = 4. Dicha ecuacién corresponde a una recta. O
Ejemplo 6
Escribir la ecuacion r = 8 en coordenadas rectangulares.

Solucion:

Segtin (2), se tiene r = +/x2 + y2; luego, \/x2 +y2> = 8. Es decir, x> + y> = 64. Se

observa que la ecuacién corresponde a una circunferencia de centro (0,0) y radio 8. [
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1. 2. Gréficas en coordenadas polares

Una de las ventajas del uso de coordenadas polares es que permite representar grafica-
mente, de manera sencilla, cierto tipo de curvas que en coordenadas rectangulares tienen
ecuaciones complicadas y, por lo tanto, dificultan su graficacién. No es el objetivo aqui
proporcionar técnicas de graficaciéon en coordenadas polares; solamente se proporcionara
una serie de curvas bdsicas en coordenadas polares y sus correspondientes graficas. Sin
embargo, el lector puede elaborar tablas para cada ecuacion. Para ello puede dar valores
a 0 y obtener los correspondientes valores de r; esto le dard una idea aproximada de cémo

se obtienen las curvas correspondientes.

1.2.1. Circunferencias

Siguiendo el procedimiento del ejemplo 6, se deduce que la ecuacién de una circunfe-

rencia con centro en el polo y radio a tiene como ecuacién en coordenadas polares: r = a.

Figura 8. Circunferencia con centro en el polo y radio a.

1.2.2. Rectas

Es facil convencerse de que la ecuaciéon de una recta en coordenadas polares es

r(acosf + bsenb) = c, donde a,b,c son nameros reales constantes (vea el ejemplo 5).
a

Sib # 0, la pendiente de la recta es — 2

T = 0s0—2send

Figura 9. Recta en coordenadas polares: r(cosf —2senf) = 1.
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Si la recta pasa por el polo y forma un dngulo « con el eje polar, entonces su ecuacion

es 0 = a (vea la figura 10).

Figura 10. Recta de ecuacién 6 = «a.

1.2.3. Espiral

La grafica de la ecuacién r = 0, para 6 > 0 es una curva denominada espiral.

Figura 11. Espiral: r = 0.

1.2.4. Cardioides

La ecuacion general de las curvas llamadas cardioides es r = a(1 — cosf). En la si-

guiente figura, se representa el cardioide correspondiente a a = 3.

r=3(1—cosf)

Figura 12. Cordioide de ecuaciéon r = 3(1 — cos ).
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1.2.5. Limagon

La gréfica de cualquier ecuacién, en coordenadas polares cuya forma es
r=bxacos® o r=>b=xasenb,

se llama limacon. El caso especial en el que 2 = b produce un cardioide. Si b < a,la curva

tiene un lazo interior. En figura 13, se representan diferentes limacones.

r=1+2cosf ":1+%C059 rzl—%sen@

O@
Figura 13. Diversos limagones.

1.2.6 Rosas de n pétalos

La gréfica de una ecuacién, en coordenadas polares, del tipo
r=acosn o r=asennb,

recibe el nombre de rosa. Si n es un ntimero par, la rosa consta de 2n pétalos; si n es impar,

la rosa consta de n pétalos. La figura 14 muestra varias rosas.

r = cos 30 r = cos 40 r — sen50 r = sen 66

b i

Figura 14. Diversas rosas.

1.2.7 Lemniscatas

Una lemniscata es la curva que corresponde a la gréfica de una ecuacién, en coorde-

nadas polares, del tipo

2 =a%cos20 o r® = a%sen?20.



Integrales en coordenadas polares y paramétricas 9

El la figura 15, se muestran dos lemniscatas.

r2 = 3sen 20

r2 = 4 cos20

Figura 15. Lemniscatas de ecuaciones > = 4 cos 20 y r> = 3 sen 20, respectivamente.

1.3. Secciones cOnicas

Si se considera un punto fijo F en el plano, L una recta fija en el mismo plano y € un
nimero real positivo fijo, el conjunto de puntos P del plano que satisfacen
d(P,F)
= 3
ap,L)  °© @)

es una seccién conica. El namero fijo ¢ se llama excentricidad de la cénica. Si0 < e < 1,1a

conica es una elipse; si ¢ = 1, es una pardbola y si ¢ > 1 se tiene una hipérbola. El punto

F es un foco de la seccién conica y L es su recta directriz.

1.3.1. La elipse

Ahora, détese al plano con un sistema de coordenadas polares y considérese una elipse
de excentricidad ¢, con un foco F en el polo y con recta directriz L dada por x = p (con
p > 0); en coordenadas polares, la ecuacién de L es rcos@ = p. Sea P(r,0) un punto en
dicha elipse; observe que (vea la figura 16), d(P,F) = ry d(P,L) = p — r cos 6. Asi, segtin
(3), se obtiene

d(P,L) p—rcosf’

Elipse
directriz

Figura 16. Elipse en coordenadas polares.
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Despejando r en la ecuacién anterior resulta

ep
] S— 4
' 1-+ecosf )

Mediante un procedimiento andlogo, se pueden obtener las ecuaciones en coordena-

das polares de elipses con foco F en el polo y con directriz cualquiera de las rectas x = —p
oy = p oy = —p. Las ecuaciones, respectivamente, son las siguientes:
€ € €
’ p p p 5)

~ 1—_¢cos@’ "= 1+esenf’ "= 1 —¢esenf

Ejemplo 7
Considerar la elipse de ecuaciéon v = Epp—c Determinar su excentricidad, sus focos,
sen
sus vértices, su directriz y trazar la elipse.
Solucion:
. s _ 1 .
La ecuacién puede escribirse como r = —————, que tiene la forma de la segunda
1+ 3sen6
ecuaciéon en (5). Asi, ¢ = % y ep = 1, es decir, p = 3. Entonces, la excentricidad es % y la

directriz es la recta y = 3. Los focos se obtienen cuando 6 = 17y 6 = 37, es decir r = 3

y r = 3, respectivamente. Luego, los vértices son V;(3,37) y Vi (3, 37). Uno de los focos
es F1(0,0) y puesto que d(Vy, F;) = 3, entonces d(F, V2) = 3, por lo que F(3,37). La

gréfica de la elipse se muestra en la figura 17.

3

Fi 17. Gréfica de la eli = —.
igura rafica de la elipse r = z=———
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1.3.2. La hipérbola

La manera de obtener la ecuacién de la hipérbola en coordenadas polares es la misma
que se utiliz6 para la de la elipse, ya que en ambos casos se parte de la ecuacion (3). Esto
significa que la ecuacién de la hipérbola con un foco en el polo y recta directriz x = p es,
también,

r=—F ©)

1+ecost
La forma en que se sabe a qué curva corresponde una ecuacién de este tipo es mediante
el valor de ¢ (la excentricidad); si ¢ > 1, entonces la ecuacién corresponde a una hipérbola

y si0 < & < 1, entonces corresponde a una elipse.

Las ecuaciones

ep ep ep @)

"= 1—ecosf’ "= 1+esenf’ "= 1 —¢esenf

también corresponden a hipérbolas en el caso de que € > 1. La siguiente figura representa

una hipérbola con un foco en el polo y directriz y = p, con p > 0.

6

Figura 18. Gréfica de la hipérbola r = 1T 2sen0"

1.3.3. La pardbola

Segun lo indicado previamente, la ecuacién de una pardbola con foco en el polo y
directriz x = p, con p > 0, tiene la misma forma dada en (4) y (6) para la elipse y la

hipérbola respectivamente, pero con € = 1, es decir, la ecuacién queda asi:

p
= ) 8
"7 +cos 0 ®)
Las parédbolas con foco en el polo y directrices x = —poy = poy = —p tienen,

respectivamente, las siguientes ecuaciones:

___ P ___r ___r
" T 1"cos0’ T 1tsend’ T 1—send ©)
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La figura 19 representa una pardbola con un foco en el polo y directriz x = —4.

4

Fi 19. Graéfica del dbolar = ——.
igura rafica de la pardbola r = -— ——

2. Integrales y dreas en coordenadas polares

En la seccién 1.3 del texto se hace un desarrollo que justifica la definicién formal de
la integral definida de funciones descritas mediante un criterio de la forma y = f(x), en
un sistema de coordenadas rectangulares. En esta seccién, se procederd de manera menos
formal, para definir integrales de funciones representadas por r = f(6), en un sistema de

coordenadas polares.

En el caso de coordenadas rectangulares, se considera la integral sobre un intervalo
de la forma [a, b] en el que varia la variable independiente x; para el caso de coordenadas
polares, se considerara un intervalo [, 8] en el que varia 6. Siguiendo con la analogia
del caso de las coordenadas rectangulares, se considera una aproximacion del area de la
region limitada por las rectas 0 = a, 0 = p y la curva r = f(0), como se muestra en la

siguiente figura.

-0

Figura 20. Regién limitada por 0 =«,0 = B, r = f(0).
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Dos aproximaciones del drea son el drea A; del sector circular de radio f(61) y dngulo
B — « y por el drea A, del sector circular de radio f(6;) y angulo p — &, donde 6; es el
angulo en el que f alcanza su maximo y 6, es el dngulo en el que f alcanza su minimo. En
la figura 21, el 4rea A; corresponde a la regién limitada por las rectas 6 = «a, 8 = By por
el arco RS; el area A, corresponde a la region limitada por las rectas 6 = a, 6 = By por
el arco PQ. La primera aproxima, el 4rea que se considera, por exceso, y la segunda por
defecto.

Figura 21. Aproximacién por exceso y por defecto del drea.

De acuerdo con la férmula del area del sector circular,

a=1E0PESY y a =@t

También, se aproxima esa drea mediante el drea del sector circular de radio 6y y &ngulo
B — a, donde ) es algtin dngulo entre « y B. Esta aproxima mejor el drea buscada que las
areas A; y Az mencionadas previamente. En la figura 22, el sector correspondiente es el
que estd limitado por las rectas 0 = «, 0 = By el arco PQ.

Figura 22. El drea de la regién OPQ aproxima el drea considerada.
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En este caso, la aproximacion del area es:

Y .
Ao = [FO0)PE S,

Se puede hacer una particién del intervalo [, B] en n subintervalos de la misma lon-
gitud, mediante
x=10p<0<---<0,=00,

donde 6; — 6; 1 = ﬁ—;“ Luego se toma 0 € [0;_1,6;]. El 4rea entre la curvar = f(0) y
las rectas 6 = 6;_1, 8 = 6;, se aproxima por [f (6 )]29 %=1 de manera que si A es el area
que se desea calcular, entonces A es aproximada por la suma de todas las aproximaciones

indicadas; es decir,
>|< 2

0 _91 1)

ax 310

i=

Pasando al limite, cuando n tiende a co:

,35202

N

600 = [ 1r0) a0

Esto permite la siguiente definicién.
Definicién 1

Sir = f(0) define una curva en coordenadas polares, donde f es continua sobre el

intervalo cerrado [«, B], entonces la integral de r es:

;[ repae, 10)

donde la integral dada por (10) se refiere al concepto de integral definido en el capitulo 1
del texto.

En particular, la expresion (10) define el drea de una regioén limitada por r = f(6) (en
coordenadas polares) y por las rectas 0 = a y 6 = B.
Ejemplo 8

Determinar el drea delimitada por el limagon r = 3 + 2 cos 0.
Solucion:

La region es simétrica con respecto al eje x, por lo tanto, basta determinar el drea de

la mitad superior y, luego, multiplicar por dos. La mitad superior estd limitada por las
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rectas 0 = 0y 0 = 7. Por lo tanto, el 4rea encerrada por el limagon es:

A

17 ,
—/ (3 + 2cos 6)2d6
2 Jo

9 +12cos 8 + 4 cos>0)do

"
_ n(

11+ 12 cos 0 + 2 cos 26)d6

2.
)
h
= [11 + 12senf + sen 26];
=1

[

7T.

2.1. Rectas tangentes en coordenadas polares

Suponga que se desea determinar el area encerrada por uno de los pétalos de la rosa

de ecuacién r = 2 cos 36, cuya grafica se muestra en la figura siguiente:

Figura 23. Gréfica de la rosa r = 2 cos 36.

Todos los pétalos tienen la misma drea, asi que considérese el pétalo de la derecha; éste
es simétrico con respecto al eje x, por lo que basta calcular el drea de la mitad superior y
multiplicar el resultado por dos. Es evidente que esta mitad superior tiene como uno de
sus limites la recta & = 0y el otro limite es la recta 8 = B (usando la notacién de la figura).
Nos preguntamos ;cuanto mide el &ngulo B? Para dar una respuesta, lo primero que se
observa es que la recta § = f es tangente, en el polo, al pétalo de la rosa. ; Cémo se calcula
tal pendiente?

Sea r = f(0) una funcién derivable. Recuerde que la pendiente de la recta tangente
a una curva y = h(x) (en coordenadas rectangulares) en un punto, es igual a la deriva-

da Z—Z evaluada en ese punto. Por otra parte, se sabe que las coordenadas polares (7, 6)
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y las coordenadas rectangulares (x,y) se relacionan segun las ecuaciones: x = rcos?9,

y = rsenf, por lo que
x = f(0)cosf, y=f()senb. (11)

De acuerdo con la regla de la cadena, se deduce que

dy _ dydx
de  dxde’
es decir,
dy
Z—Z = 46 (12)
de

Recuerde que una recta tangente en un punto es horizontal si Z—Z = 0 en ese punto; de
d dx
acuerdo con (12), esto sucede cuando Y=o Y 70 # 0. Por otra parte, una recta tangente

do
es vertical si Z_;C =0y Z—Z # 0; en este caso, el dngulo que forma con la recta que contiene
. . . dx dy
al eje polar es 7. Si ambas derivadas, 7Y 30

andlisis para determinar la pendiente de la recta tangente en el punto dado.

son iguales a 0, debe realizarse otro tipo de

Ejemplo 9

Determinar la ecuacién, en coordenadas polares, de la recta tangente a la curva
r = 2cos 36, en el polo.

Solucion:

A partir de (11) se deduce que

x = (2cos36) cos 6
y = (2cos36) sen .

Por lo tanto,

;l_g = 2(—3sen30cosf — cos30sen), Z—Z = 2(—3sen 30 sen 6 + cos 30 cos 0).
Luego,

d_y _ —3sen30sent + cos 36 cos O
dx —3sen3fcosh —cos30senh’

(13)
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La curva dada pasa por el polo cuando r = 0, es decir, cuando 2cos36 = 0 (pues la
ecuacion de la curva es r = 2 cos 36). Por lo tanto, cos 30 = 0y, entonces, 360 = %, es decir,
0 = Z. Evaluando la expresién (13) en 6 = %, se obtiene que la pendiente de la recta

tangente a determinar es:

7T 7T 7T T 7T
_d_y _—SSenjsenqucosicosg_seng

m = tan —.

oA

o o T T T T T
dx 9:% —SSQHTCOSE — COs 5 sen ¢ Cos ¢

Esto significa que si B es el dngulo que forma la recta con el eje polar, entonces
tan B = tan 7 y, por consiguiente, B = 7. Por otra parte, la recta pasa por el origen (que
coincide con el polo); por lo tanto, su ecuacién en coordenadas polares es 6 = 7. O
Ejemplo 10

Determinar la pendiente de la recta tangente al cardioide r = 2(1 — cos ) en el pun-
to (2,%).

Figura 24. Cardioide r = 2(1 — cos #) y su tangente en el punto (2, 5).

Solucion:

De acuerdo con (11) se obtiene
x =2(1—cosb)cosh, y=2(1—cosb)senb.

Luego,

Z—g = 2(senfcosf — (1 — cosh)senb), ;Z—Z = 2(sen”# + (1 — cosh) cos ).

Por lo tanto,

dy _ 2(sen?6 4 (1 —cosf)cosf) 14 cos® —2cos®6

dx  2(senfcosf — (1 —cosf)senh)  senf(2cosf—1) "
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Evaluando en 6 = g, se obtiene

dy :1+Cos§—2c052§:i:_1

dx|g_z  sen Z(2cos 5 —1) -1 '
Es decir, la pendiente de la recta es m = —1. O
Ejemplo 11

Determinar el 4rea encerrada por uno de los pétalos de la rosa de ecuaciéon r = 2 cos 36.

En la siguiente figura se representa solamente el pétalo de la derecha de la rosa.

o=1

Figura 25. El drea de un pétalo de la rosa corresponde a la regién sombreada.

Solucion:

Como se coment6 anteriormente, se puede tomar el drea de la mitad superior del pé-
talo de la derecha y multiplicar por 2. El 4rea de esta mitad superior corresponde a la de
la regi6n limitada por las rectas § = 0y 6 = 7 (segtn lo obtenido en el ejemplo 9), de

modo que el &rea buscada es:
A=2 —/ 4 cos” 36 do
2 Jo

:2/6(1+cos69)d9
0
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2.2. Interseccidon de curvas en coordenadas polares

Suponga que se desea determinar el area entre las dos circunferencias r = 4cos6

y r = —4sen0; esto es, la regiéon sombreada en la figura siguiente.

r =4cost

an

r= —4senf

Figura 26. Region limitada por los circulos r = —4senfy r = 4 cos 6.

Para ello, se requiere conocer cuales son los puntos en los que estas curvas se interse-

can (los puntos sefialados con A y B en la figura anterior). ;Cudles son esos puntos?

Cuando las curvas se dan en coordenadas rectangulares, encontrar su interseccién
se reduce a determinar las soluciones del sistema de ecuaciones que las definen; no se
necesita trazar sus gréficas. Esto se debe a que hay una correspondencia biunivoca entre
los pares ordenados que satisfacen la ecuacién y los puntos en el gréfico. Sin embargo, si
las ecuaciones de las curvas estdn en forma polar, esta correspondencia biunivoca no se
da, puesto que un punto corresponde con infinidad de pares ordenados. En este caso, a
menudo es necesario dibujar las curvas para ver cuantos puntos de interseccién existen y

asegurarse de que se determinan todos los que se requieren.

Para el caso de las dos circunferencias mencionadas, primero se resuelve el sistema de

ecuaciones

r =4cosf (14)
r = —4senf (15)

Al igualar (14) y (15) se obtiene 4cos ) = —4sen0; de aqui, tan® = —1. Para considerar
las representaciones principales de los puntos de interseccién, se buscan los valores de 6

en el intervalo [0, 27t que satisfacen esta ecuacion; esto son: 6 = %71 yo = %n.

Sustituyendo 6 = %7‘[ en la ecuacion (14) resulta ¥ = 4 cos %n = —2+/2; de donde se
obtiene el punto (—2v/2, 37).
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Sustituyendo 6 = %n en la ecuacion (14) se tiene r = 4 cos %n = 2+/2; de donde se
obtiene el punto (2v/2, 7 7).

Pero estos dos puntos en coordenadas polares corresponden a un mismo punto (vea

la pagina 3), que es el punto B en la figura 26.

Asi, en este caso, algebraicamente solo se obtiene uno de los puntos de interseccién;
sin embargo, la gréfica indica que hay dos de estos puntos y el polo es uno de ellos. En
coordenadas polares, el polo se representa por (0,0), por lo que r = 0; sustituyendo en la
ecuacion (14): 0 = 4 cos 0; es decir, = 7. Sustituyendo en la ecuacién (15): 0 = —4sen6;
es decir, § = 7. Pero (0,0), (0,%) y (0,7r) son representaciones del polo, por lo que se

concluye que el polo es otro punto de interseccion (el punto A en la figura).

Se reitera que si se quiere determinar los puntos de interseccién de dos curvas en
coordenadas polares: primero, se buscan algebraicamente las soluciones del sistema de
ecuaciones que ellas producen y, luego, se estudia la grafica de ambas para verificar si el
proceso algebraico detectd todos los puntos o si dejé alguno por fuera. Por otra parte, se
debe hacer una revisién para determinar si el polo es un punto de intersecciéon de ambas

representaciones.

Ejemplo 12

Determinar los puntos de intersecciéon de las curvas r = 3cos36 (una rosa de tres
pétalos) y r = 2cos (una circunferencia); esto es, los puntos A, B y C en la siguiente

tigura.

r = 3 cos 30

Figura 27. Interseccién de las curvas r = 3cos30 y r = 2cos 6.
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Solucion:

Procediendo algebraicamente por igualaciéon se deduce:
3cos 360 = 2cos 6. (16)

Utilizando identidades trigonométricas bésicas (coseno de la suma, coseno del angulo

doble), se obtiene:

cos 30 = cos(26 + 0)
= cos 26 cosf —sen20send
— (cos? 6 — sen” @) cos @ — 2 sen @ cos O sen 6
= (cos?0 — (1 — cos?6)) cos § — 2sen? 6 cos 0
— (2cos?0 — 1) cos f — 2 sen? 6 cos 0
—2c0s° 0 — cosf — 2(1 — cos? §) cos 6

= 4cos® 6 — 3cos .
Por lo que la ecuacién (16) se convierte en
12cos® 6 —9cosh = 2cos0,

que es equivalente a

cosf(V12cosf — V11)(v12cos 6 + V11) = 0.

Las soluciones de esta ecuacién son aquellos valores de 6 tales que

11
cosd =0 o «cosf = o 0o cosf = — o

Los valores de 6 (en el intervalo [0, 27t[) que satisfacen alguna de estas ecuaciones son:

& 371’ cos ! 1 271 — cos 1 7T —cos ! 1 7T+ cos !
27 277 12’ 12’ 12’ 12°
Sustituyendo —en el orden dado- estos valores en la ecuacién de la circunferencia, se

obtienen, respectivamente, los siguientes valores de r:

/11 /11 /11 /11
0/ O/ ?/ ?/ - ?/ - ?
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De donde se obtienen los siguientes pares de coordenadas polares:

a1 (03r), 4> (0.37), Ag(\/ﬂ,cos‘lx/%), A4( 5,21 —cos™! %>
As (— U om—cost %), A6(— L+ cos! %)

A1y Aj son representaciones del polo, que corresponde al punto A de la figura 27; A3
y Ag al punto B de la misma figura y A4 y As al punto C. En este caso, el procedimiento

algebraico proporciona los tres puntos de interseccion que se observan en la gréfica. [

Ejemplo 13
Determinar el 4rea entre las circunferencias r = 4cos 0y r = —4sen 6, que corresponde
a la region sombreada en la figura 26.

Solucion:

Trace la recta § = —7. La region en estudio es simétrica con respecto a esta recta; asi,
para determinar su drea se puede calcular el area de la mitad superior y multiplicar por
2. La mitad superior esta limitada por la curvar = —4senf y lasrectas 0 = —5 y 0 =0

(es decir, el eje x que es tangente a la curva en el polo).

r =4cosb

’

r = —4sen@

Figura 28. La region es simétrica con respecto a la recta § = —7.

Segun lo anterior, el drea es

0 0
A=2 E/ (—4sen6)2d9} :8/ (1 — cos26)2d

NN
NN

0
:8[6—§sen26} =47t — 8.

T
2
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Ejemplo 14

Determinar el drea de la region limitada por las curvas ¥ = 3cos 360 y r = 2 cos 6; esto

es, el drea de la region sombreada en la siguiente figura.

r = 3cos 360

r =2cosb

Figura 29. Regién delimitada por r = 3cos36 y r = 2 cos 0.

Solucion:

Se observa que la region es simétrica con respecto al eje x, por lo que basta calcular
el drea de la parte superior y multiplicar por 2. En la siguiente figura aparece sombreada
solamente la parte superior de la regioén que interesa. Esta parte superior se puede dividir
en dos regiones: la region gris claro cuya drea denotaremos con A; y la region gris oscuro

con area A,.

Figura 30. Se divide la parte superior en dos regiones de dreas A; y Aj.

La region gris claro esta limitada por la curva r = 2cos6, la recta 6 = 0 y la recta

0 = cos~! /1) (vea el ejemplo 12), de manera que

-1 11

(30571 \/1_*1 COs \/j
A= %/ - (2cos0)?do = / 12(1 + cos 26) df
0 0

1 cos™ Vi 11 VI
= {9 + = sen29] = cos ! o + BT (17)

2 0
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La regi6n gris oscuro estd limitada por la curva r = 3cos 30 y las rectas 6 = cos ™! |/ 13

y 0 = Z. Esta tltima recta es tangente a la curva en el polo y se obtiene mediante un

procedimiento andlogo al del ejemplo 9. De acuerdo con esto,

1 %
Ay = = 9 cos> 36 d6
2 2 Jeos1 \/ %
9 %

== 1+ cos660) do
4 Jeos1 \/%< )

9 1 3
= - |0+ —sen60
4 6 Cos*lx/%

9 (m 1 /11 4
_4(6 cos 1 81\/11). (18)

De acuerdo con (17) y (18), el &rea que se busca es:

11 v11 9O 11 4
_ _ -1 /= N -1, /- _ =
A_Z(A1+A2)—2<cos Ht 15 T1 g —cos 15 81\/11))
3 5 ., [11 1
=378 gVl

~ 1,439836.

3. Longitud de arco en coordenadas polares

Recuerde que la longitud de arco de una curva dada en coordenadas rectangulares

pory = f(x), es:
L:/b\/l—i—[f’(x)]de. (19)

Si una curva C estd dada en coordenadas polares por ¥ = f(6), entonces, segun la

explicacion en la pagina 16, se obtiene:
x = f(0)cosf, y= f(0)send,
y, por lo tanto,

dx
dy

[£(6) cos0]'do, (20)
[£(6) sen 6]'dob. (21)
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De acuerdo con (20) y (21), entonces la longitud de la curva es:

L= [\ F R

b 2
:/“14— d_y dx

/ \/1 + Sen9 [f(e) cos§]'d6

) cos 9]

_ COSG [f(6) sen6]’)2 /
/ \/ ) cos 9] )2 [f(6) cos 0]'do

_/ V/([£(6) cos 6)2 + ([£(0) sen 6]')2 do.

Por otra parte,

[£(0) cos 0]’ = f/(6) cos — f(6) senb,
[£(8)sen6] = f'(0) sen® + f(0) cos 6.

Por lo tanto

([f(8) cos8]')* + ([f(6) sen6]')?
= [f'(0) cos 8 — f(0) sen8]> + [f'(#) sen 6 + f(8) cos 6]
= [£'(8)]%> cos® @ — 2f"(8) f () cos B sen B + [f(8)]* sen? B
+[f'(0)]*sen?0 +2f'(0) f(#) cos B sen 6 + [ (8)]* cos? O
= ([f'(6))* + [f(0)]*)(cos® 0 + sen? §)
= [f'())* + [f(6))*.

Sustituyendo esto en (22) se obtiene:

L_/ VIFO)12 + [£(0)12d6.

La discusién anterior es un esquema de la prueba del siguiente teorema.

Teorema 1

25

(22)

Si C es una curva dada en coordenadas polares por r = f(8), de manera que f(0) y

f'(6) son continuas en un intervalo [a, b], con b < a + 271, entonces la longitud de C desde

6 = a hasta 6 = b, viene dada por

L= [ \JIF R+ [fo)2a0

(23)
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Ejemplo 15
Determinar la longitud del segmento de la espiral r = ¢~?

yezin.

, comprendido entre 6 = 0

Solucion:

La siguiente figura representa el segmento de curva mencionado.

Figura 31. Segmento de la espiral r = ¢~%, para 6 € [0, 37.

En este caso f(#) = e ?, entonces f'(8) = —e~?; luego, la longitud de la curva es:

L= [ iR Fo)pas
- /f" JIe P+ [~e12 a0
_ /O i \/2le~012 d6
-z e
e
=2 [—e‘3”/4 + 1}

~ 1,28017.
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Ejemplo 16
Determinar la longitud del cardioide de ecuacién r = 3(1 — cos6).
Solucion:

El cardioide se representa en la siguiente figura 32. Observe que es simétrico con res-
pecto al eje x, por lo que se puede determinar la longitud de la mitad superior y multipli-

car por 2. La mitad superior es el arco de la curva limitado por 6 =0y 6 = .

Figura 32. Cordioide de ecuaciéon r = 3(1 — cos6).

Por otra parte, f(6) = 3(1 — cos@), por lo que f'(f) = 3senf. De esta manera, la
longitud del cardioide completo es:

L=2 ["\/lr@r+fe)de
:2/07T \/9sen29+9(1 —cos0)?df

7T
= 6\/5/ v/1—cos0do
0

7Tt
=6\/§/ \/ZSGHngQ
0

Tt 0
:12/ sen — df
0 2

T

= —24cos -
CcOos 5

0
= 24.
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Ejercicios de autoevaluacién de las secciones 1,2y 3

De 1 a 4, escriba el punto en coordenadas polares:

1. P(—-1,0) 2. Q(—2v/3,2) 3. R(—3,3) 4. S(+/3,-3)
En los ejercicios 5 a 10, escriba la ecuacion en coordenadas rectangulares.
5. r=23cost 7. 1r=2sect 9. rcost =3 —2rsenb
6. r =25 8. = 1raag 10. 2 = cosf +2senf
En los ejercicios 11 a 18, identifique la curva dada (rosa con su ntiimero de pétalos,
limacon, cardioide, recta, lemniscata, circunferencia).
11. r =46 14. 6 =% 17. r =3sen6
12. r* = 16sen 20 15. r =2tan %
13. r =1 —cos0 16. r = 5cos 30 18. r =2 —5send
En los ejercicios 19 a 24, haga un bosquejo de la gréfica de la curva dada.
19. r =4cos2(60 — 7) 21. r = 2cos 46 23. r=2—2cos#f
20. r =2+senf 22. r = —3senf 24. 1? = 4sen20
En los ejercicios 25 a 30, identifique la conica (elipse, pardbola, hipérbola), determine
su excentricidad y su recta directriz y haga un bosquejo de su grafica.
5 4 6
25, r=-— YA S — 9 p—__ O
’ 1+ sen® ’ 1+2sen6 " 2 "3 cost
3 12 4
2. = —> 28 p— L P
0.1 3 —senf 81 3+2cost 301 2+ cost
En los ejercicios 31 a 33, determine la pendiente de la recta tangente a la curva dada
en el punto indicado.
3l. r=1+cosfen (1+1 3, %) 33§ — 1 cuando 8 = &
sen6 + cos 6 4
32. r = cos 56 en el polo
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34.

35.

36.

37.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

Determine los puntos del cardioide r = 2 4 2sen6, en los que la recta tangente es

horizontal y los puntos en los que es vertical.

En los ejercicios 35 a 39, determine los puntos de interseccion de las curvas dadas.

1’ =4cos20,r =2 38. r =4(1+cosf), r = 4(1 —senb)
4
= _———,r=2cosf
"= e’ cos
r=2cos6,r =2senf 39. r =4sen260,r = 2cos6
Determine el 4rea encerrada por todos los pétalos de la rosa r = 2 sen 46.

Calcule el area de la regién que queda dentro de la circunferencia r = 5 y fuera del
cardioide r = 5(1 — cos ).

Determine el drea encerrada por la lemniscata 2 = 4 cos 26.

Determine el drea de la region que queda en el interior de la circunferencia

r = 6cos 0 + 8senf y fuera de la lemniscata r> = 16 sen 20.

La curva dada por rf) = a se llama espiral hiperbélica. Determine el area de la region

limitada por esta espiral y por las rectas § = Ty 0 = 7.

Determine el drea de la regién que queda dentro del limagon » = 2 — 4sen 6, pero

fuera de su lazo interior.

Calcule la longitud del cardioide r = 4(1 — cos ).

23_7r]

Determine la longitud del arco de la curva r = 3sen6, con 6 € [F, °fF].
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4. Repaso de curvas en coordenadas paramétricas

Una curva se puede representar mediante una ecuacién cartesiana, en coordenadas
rectangulares, en la forma y = f(x) (en caso de que corresponda a una funcién) o en la
forma F(x,y) = ¢, donde F es una funcién de dos variables y c es una constante. Por
ejemplo, la curva que corresponde a la circunferencia C de centro (0,0) y radio 1 se puede

describir, en coordenadas rectangulares, mediante la ecuaciéon x2 4+ yz =1.

También, segtin las secciones precedentes, se puede describir curvas en el plano me-
diante el uso de coordenadas polares en la forma F(r,6) = c. Por ejemplo, la circunferen-

cia C, se describe en coordenadas polares con la ecuacion r = 1.

Otra forma 1til para escribir curvas planas es con el uso ecuaciones paramétricas. Ima-
gine que un objeto se mueve sobre el plano de manera continua; si este objeto lleva ad-
junto un boligrafo, al finalizar su recorrido habra trazado en el plano algtn tipo de curva
C. Cada punto P en la curva tiene coordenadas rectangulares (x,y) y habra sido traza-
do en algtin instante ¢ del recorrido. Esto es, P depende de ¢, por lo que cada una de las
coordenadas x e y dependen de t, es decir, x = f(t) e y = g(t) para algunas funciones f
y &. En este caso, se dice que la curva C estd descrita en forma paramétrica, mediante el

parametro t, por
x=f(t), y=g).
Desde luego, el pardmetro para describir una curva no necesariamente representa el
tiempo.
Ejemplo 17
Considérese la curva C descrita en forma paramétrica por
x=t*~1, y=t+1, conte[-2.2] (24)

Se discutird algunos aspectos de esta curva, con el propésito de comentar algunos hechos

importantes relacionados con las curvas paramétricas.

Primero se elabora una tabla de valores. En la primera columna aparecen valores de ¢;
comienza con t = —2 y termina con f = 2, de manera que se recorre el intervalo [—2,2]

de menor a mayor. En la segunda columna, aparece el correspondiente valor de x; en la
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tercera, el correspondiente valor de y y, en la cuarta, el punto P(x,y) que se produce.

t lx=t2—1|y=t+1]|P(x,y)
2 3 1 [,
1 0 0 (0,0)
o] -1 1 (-1
1 0 2 0,2)
2 3 3 (3,3)

Si se dibujan los puntos en el orden que se generan en la tabla, de arriba hacia abajo, se
obtiene primero el que esta abajo en la gréfica de la figura siguiente y, de tltimo, el que

se encuentra mas arriba.

’ (3,3)
(0,2)
(1,1)e
(0,0) .
(3,-1)

Figura 33. Algunos puntos en la curva C.

La disposicién de los puntos en la figura 33 sugie- (3,3)
ren que estdn en una pardbola. En efecto, si se elimi- //
na el pardmetro en la la ecuaciéon de la curva se tiene 0,2)
t=y—1(puesy =t+1)y entoncesx = (y —1)> — 1.

Es decir, (1,1)
X = yz —2y.

Esta es la ecuacion de la parédbola de la figura 34. Las

flechas en la curva indican la direccién en la que se

(3,-1)
Figura 34. La curva C se recorre
—2hasta 2. desde (3, —1) hasta (3,3).

genera la grafica cuando t recorre el intervalo desde

Ahora considere:

x=t*-1, y=1—t, conte[-22] (25)
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Esta parametrizacion es diferente de la (24), puesto que t se define de manera diferente.

Al hacer la tabla de valores, se obtiene:

tlx=—-1|y=1—t| P(x,y)
—2 3 3 (3,3)
~1 0 2 (0,2)

o] -1 1 | (-11)

1 0 0 (0,0)

2 3 1 |(3-1)

Con la parametrizacion (24) se obtienen los mismos puntos pero en orden inverso. Por
otra parte, al eliminar el pardmetro, se logra la misma ecuacién de antes: x = y?> — 2y. Las
flechas en la grafica de la figura 35 indican la direccién en que la curva se produce cuando

se utiliza la parametrizacion (25).

(3,3)

Figura 35. La curva C se recorre desde (3,3) hasta (3, —1).

En conclusién, ambas parametrizaciones corresponden a la misma curva, pero se ob-
tienen en sentidos opuestos. Si la curva es trazada por un punto mévil, en el primer caso,
este parte del punto (3,3) y concluye en el punto (3, —1), mientras que en el segundo
caso, empieza en (3, —1) y concluye en (3,3).

En general, una curva tiene infinitas parametrizaciones; ellas recorren la curva en una

direccién u otra, a diferentes velocidades e, incluso, pueden recorrerla dos o mas veces.

Si una curva corresponde a la gréfica de una funcién y = f(x), entonces tiene una

forma paramétrica, aunque no la tinica, evidente:

x=t, y=f().
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Las curvas que no corresponden a funciones pueden tener ecuaciones cartesianas sen-
cillas y ecuaciones paramétricas muy complejas o viceversa, ecuaciones paramétricas sim-
ples y ecuaciones cartesianas muy complicadas. Se trabaja con una u otra dependiendo
de las circunstancias.

Ejemplo 18

Al comienzo de esta seccién se dijo que la ecuacién cartesiana de una circunferencia
con centro en (0,0) y radio 4 es:
x>+ yz = a2
Una forma de describir esta circunferencia con el uso de ecuaciones paramétricas es me-
diante

x =acost, y=asent, cont € [0,2r]. (26)
Efectivamente, segtin (26):
x? +y? = a®cos® t + a®sen’ t = a*(cos? t 4 sen’ t) = a”.

Ademas, cuando t = 0, se obtiene el punto (1,0) y cuando ¢t = 271, también se obtie-
e (1,0); por lo tanto se recorre la circunferencia, desde (1,0) hasta el mismo punto, si-
guiendo el movimiento contrario a las manecillas del reloj. En este caso, ambos tipos de

ecuaciones son bastante sencillos. ]
Ejemplo 19
Las ecuaciones
x=a(t—sent), y=a(l—cost), cont€R,

donde a es un ndmero real positivo fijo corresponde a una curva llamada cicloide.

En la figura 36, se muestra la grafica de una cicloide, para t € [—47,47].

/\/\ny\/\

I x

Figura 36. Parte de una cicloide, con t € [—47,47].

Como se puede ver, es una curva periddica; los arcos se repiten indefinidamente hacia

la izquierda y hacia la derecha. O
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5. Longitud de arco de curvas paramétricas

Se menciond, en la pagina 24, que la longitud de arco de una curva descrita por
y = f(x) desde el punto (a, f(a)) hasta el punto (b, f(b)), es:

L:/ﬂb\/1+[f’(x)]2dx:/ub\/1+[Z—Zrdx. 27)

Considere que una curva C estd parametrizada por x = f(t), y = f(t), donde f(t) y
¢(f) son continuas, derivables, con derivadas continuas y no simultdneamente iguales a 0
en ningun punto del intervalo |4, b[. Suponga también que la curva se recorre exactamente
una vez cuando f aumenta desde a hasta b. Se tiene que dx = f'(t)dt, dy = ¢'(t)dt y,

siguiendo lo indicado en (27), se define la longitud de arco de C, desde t = g, hastat = b
b Tdx]?  [dy]?
= - A t. 2
= V] [ @

L= [ViFwP g @R @)

como

O, de modo equivalente:

Ejemplo 20

Determinar la longitud de un arco completo de la cicloide
x =3(t—sent), y=3(1—cost).
Solucidn:
La parametrizacion
x =3(t—sent), y=23(1—cost), te€][0,2m7],

determina un arco completo de la cicloide. Se tiene que % = 3(1 —cost), ’% = 3sent;
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entonces, su longitud viene dada por

2r
L:/ \/(3 (1 —cost))?+ (3sent)?dt

27
—3/ /1 —2cost+ cos?t +sen? tdt
27
/ \/2(1 — cost) dt
= / \/2- Zsen2 dt

t
=12 | = cos -
( cos

Ejemplo 21

La figura 37 proporciona una curva que recibe el nombre de hipocicloide de tres ra-

mas, su forma paramétrica es:
=a(2cost +cos2t), y=a(2sent—sen2t), te 0,27,
donde a es un ntimero real positivo fijo. Determinar su longitud.

y

Figura 37. Hipocicloide de tres ramas.
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Solucion:

La curva consta de tres ramas de la misma longitud, de manera que se calcula la longi-
tud de una rama y se multiplica por tres. La rama superior se obtiene cuando el pardmetro

t recorre la tercera parte de su dominio, es decir, cuando t € [0, %n]

Por otra parte, %* % = —2a(sent +sen2t), ‘% = 2a(cos t — cos 2t); por lo tanto, la longi-

tud de la hipocicloide es:

zﬂ
L=3 /3 \/4a2(sent +sen 2t)2 + 4a%(cost — cos 2t)2 dt
0

2
;7T
:6a/3 V/sen2t 4+ 2sen tsen 2t + sen2 2t + cos? t — 2 cos t cos 2t 4 cos? 2t dt
0

20
:6a/ \/2—2(costc052t—sentsenZt) dt
0
20
:6a/ \/2(1 — cos 3t) dt
—611/ \/4sen2 t

—12a/3 sen — tdt
0 2

2 3
=12a ( —Z cos =t
ﬂ( 3C082>0

= —8a(cos 7t — cos0)

= 16a.

QIN

7T

6. Area de una regi6n plana limitada por curvas dadas en

forma paramétrica

Recuerde que el drea de una region limitada por y = f(x), desde x = ahastax = b

A= /abf(x)dx

A= /ubydx. (30)

estd dada por

o, de modo equivalente,
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Sea C una curva que estd dada paramétricamente por

x=f(t), y=g(t), contec[apl,

de manera que en ese intervalo la curva no se corta a si misma y se recorre exactamente
una vez. Se tiene que dx = f'(t)dty,sia = f(a) yb = f(B), entonces, haciendo un cambio
de variable en (30), se puede calcular el 4rea limitada por C, mediante

A=

[[swram). oY

Ejemplo 22

Determinar el 4rea de la region encerrada por una hipocicloide de ecuaciones paramétricas:
x =2(2cost+cos2t), y=2(2sent—sen2t), te 0,27

y

Figura 38. Region limitada por una hipocicloide.

Solucion:

En este caso, dx = —4(sent + sen2t)dt, entonces, de acuerdo con (31), el 4rea de la

region es:
27
A= / 2(2sent —sen?2t) - —4(sent + sen 2t) dt‘
0

2r
= —8/ (—25en2t—sentsen2t+sen22t)dt'
0

27 1-— 4¢
= —8/ (cosZt—l—ZsenztcosH—%) dt‘
0

27

1 2 3 1 1
= |-8 (EseHZt—gsen t—gsen4t—§t)

:‘—8~—1-27T‘:87T. U

O 2
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Ejemplo 23

La elipse de la figura 39 tiene la siguiente ecuacioén:

. . .2 2 vy
Figura 39. Elipse de ecuacion 2; +1; =1
Si se hace x = acost, y = bsent, entonces
2 2 2 2
x> y=  (acost)* (bsent) =, 2,
a_2+b_2_ . + 2 =cos"t+sen"t =1

Por otra parte, sit = a, entonces x = acos0 = ay y = sen0 = a y se obtiene el punto
(a,0). De mismo modo, se obtiene el punto (a,0) cuando t = 27. Es decir, una parametri-
zacion de la elipse es:

x =acost,y =bsent, te€[0,2m7].
Por lo tanto, puesto que dx = —asent, el drea de la region es:
27

A= bsent~—asentdt‘
0

27
= —ab/ senzt,dt‘
0

2] — 2t
- —ab/ SO
0 2

= _ab t—1 n2t -
= > 2se ;
ab
—|—-=.2
2 ”'



Integrales en coordenadas polares y paramétricas 39

Ejemplo 24
En la figura 40, se muestra una circunferencia y una curva de nombre astroide.

y

Figura 40. Circunferencia y astroide.

Las ecuaciones paramétricas de la circunferencia C; y el astroide C; son:

Ci: x=+7cost, y= V7sent, te [0,27t], (32)
Cr: x=4cos’t, y=4sen’t, tc]0,2m]. (33)

Determinar el 4rea de la region sombreada en la figura 40.

Solucion:
Vea, en la gréfica de la figura 41, el sector que in-

teresa. Los punto A y B corresponden a la intersecciéon ¥
entre las curvas. Para determinar el drea, se debe bus-

car para qué valores de t se obtienen dichos puntos.

De (32), la ecuacioén escalar de la circunferencia es:

circunferencia

Pty =7.

troid
Sustituyendo x e y dados por (33) en esta ecuacion, se astrotae

obtiene:

16 cos® t +16sen®t = 7 Figura 41. Regién determinada por

6 7 la circunferencia y la astroide.
= cos®t+sen’t = 16 (34)
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Pero:
1=1%= (cos’t + sen?t)3
= cos® t 4+ sen® t + 3 cos? t sen? t‘(cos2 t 4 sen® t)
= cos® t + sen®t + 3(cos t sen t)?
Es dedir,

3
cos®t +sen®t =1 —3(costsent)> =1 — i sen” t,

Sustituyendo esto en (34), se deduce lo siguiente:

3 7 V3
1—-"sen’t=— = |sen2t| = —.
4 16 | | 2
De modo que el punto A de la astroide se obtiene cuando t = 7 y el punto B, que
es simétrico con A respecto a la recta y = x, se obtiene cuando ¢t = %. Por lo tanto,

A=(L3VE)yB= (V3 D).

Para ver con cudl valor de t se obtiene el punto A en la circunferencia, se hace
X = % = \/fcos ty, entonces, t = cos! -L_ ~ 1, 38.

2V7

oy 3. /3 _ — coe—13V3
En cuanto al punto B: x = 2\/3 = /7 cost y, entonces, t = cos o 0, 19.

El drea limitada por la circunferencia cuando ¢ € [0, 19, 1,38] es:

1,38
Al = ﬁsent-—ﬁsentdt‘
0,19
1,38 7 1,38
=7 / senztdt’ = - / (1—c052t)dt’
0,19 2 Jo319
= - (t — —senZt)
2 2 0,19

7
= 5 (1,38 —0,19 — %sen2,76—|— %sen0,38> =4,165.

El drea limitada por la astroide cuando t € [%, 5] es

Ay =

/: 4sen’t - —12cosztsentdt‘
13
= 2,85.

El célculo de esta integral se deja como ejercicio para el lector.

En conclusioén, el 4rea buscada es A; — A, = 4,165 — 2,85 = 1,325. O
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Ejercicios de autoevaluacion de las secciones 4,5y 6

10.

11.

12.

En los ejercicios 1 a 4 elimine el pardmetro para determinar la ecuacién cartesiana

de la curva dada en forma paramétrica.
x=t—-2,y=t>-3 3. x =4cost,y = 6sent

x =2cost,y = 2sent 4 x=P-1Ly=1#-1

. Calcule la longitud de la astroide x = 4cos®t, y = 4sen®t (con t € [0,27]).

Determine el 4rea encerrada por la astroide dada en el ejercicio anterior.

Determine el drea de la region limitada por un arco de la cicloide x = 4(t — sent),

y =4(1 —cost) y el eje x.

. La curva determinada por x = 4t — 2sent,

Yy
y = 4 — 2cost se llama trocoide (vea la fi- /V\
gura 42). Calcule el drea bajo uno de los ar-

cos de la trocoide (t € [0,271]).

X

Figura 42. Trocoide.

. Una curva C se define mediante x = 3 — 1,

y=t>+1,cont € [-2,2]. Dibuje la curva,
determine su longitud y el area bajo ella.

Calcule el area bajo la curva x = tan®,
y =sec’,0 € [0, %]

Determine la longitud de la curva dada por
x =42,y =2t €10,2].

En la figura 43, se proporcionan una hipo-

cicloide de ecuacién x = 8cost + 4 cos 2t,

y = 8sent — 4sen2t y una circunferencia

de ecuacién x = 6cost, y = 6sent. Deter- Figura 43. Regi6n limitada por una

. ) . . circunferencia y una hipocicloide.
mine el drea de la regién sombreada.
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Soluciones a los ejercicios

Célculo Integral

Ejercicios de autoevaluacién de las secciones 1, 2 y 3, pagina 28

1.

10.

11.

12.

13.

19.

20.

P(1, )

2. P(4,2n) 3. P(3v2,3n) 4. P(2/3,3m)

r =3cos® = r> = 3rcos§ = x% + y> = 3x.

r=25=7r>=625= x>+ y> = 625.

r=2secl =rcosf=2=r=2.

rcost =3 —2rsenf = x + 2y = 3.

2
= 3 0=2= \/x2+y>+3y=2.
r 1—|—35en9:>r+ rsen = VX +y-+3y =2

r2 = cosf +2senf = r3 = rcosf + 2senf = (x2 +2)? = x + 2.

Espiral.
Lemniscata.

Cardioide.

CAD

™. WY

14. Recta.
15. Circunferencia.

16. Rosa de tres pétalos.

21.

22.

17. Circunferencia.

18. Limacon con un lazo inte-

rior.

23.

24.

Q@“ (3
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25. Paréabola, 26. Elipse, 27. Hipérbola,
directrizy = 5,¢ = 1. directrizy = —1, directrizy =2, e = 2.
e=1. ~_
O
/\
| EEEE—
O
28. Elipse, 29. Hipérbola, 30. Elipse,
directrizx = 6,¢ = % directriz x = —2, directrizx =4, ¢ = %
_3
&= 5-
*— >

31. Se tiene x = (1 + cos @) cosB, y = (1 + cos @) sen 6, entonces

Z—Z = —sen?0 + (1+ cosh) cos§ = cos> 6 — sen’ 6 + cos 6
Z—g = —senfcos® — (1+cosf)send = —send(1+2cosb)
Luego:
oAy cos’f —sen?f+cosf| 5423
~odx|x —sen0(1+2cosf) |1 2(1+/3
32. En el polo se cumple que r = 0, luego cos 560 = 0y, por lo tanto, 56 = 7. De aqui, en
el polo, 0 = .
Por otra parte, x = cos 560 - cos 0, y = cos 568 - sen 0, por lo que:
dy
0= —5sen 50 - sen 0 + cos 50 - cos 6
dx
= —5sen 50 - cos @ — cos 50 - sen 0
Luego:
dy —5sen 56 - sen 6 + cos 50 - cos 6 T
m= —-=| = = tan —.

- dx|= —5sen50-cosf — cos50 - sen6 10

s s
10 10
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33.

34.

35.

Célculo Integral

cos 0 sen 0

Aqui,x = — 2%, SNV g :
T Y= send +cos8’’ ~ senf + cosd ntonces
dy _ cosf(senf +cost) —senf(cost —senf) 1
do (sen 6 + cos 6)2 ~ (senf + cos)?
dx _ —senb(senb +cosf) —cosb(cosf —send) _ -1
do (sen 6 + cos 6)2 ~ (sen® + cos 6)?
Luego:
dy
Y-
dx
Es decir, la pendiente de la tangente en todos los puntos es m = —1; de hecho, la

ecuacion dada corresponde a una recta de pendiente —1.

Se tiene x = 2(1 +senf) cosb, y = 2(1 + sen ) sen 8; luego:

Z—g = 2[cosfsenf + cosf(1senf)] = 2cosf(1+ 2senb)

d
d—g — 2[cos? —senf(1sen )] = 2[—2sen’H — sen 6 + 1]
Se tiene tangente horizontal cuando Z—g = 0, es decir, 2cosf(1 4 2senf) = 0. De
aqui se tiene:
mcosf=0=0=7=r=4
m 1+senf =0=senf = —% =0= %7‘(09 = %H.Enamboscasos,r: 1.

Luego, hay tres puntos donde la tangente es horizontal: (4, %), (1, Z7) y (1, £ 7).

La tangente es vertical cuando Z—g — 0, es decir, —2sen?0 —senf+1=0=
—(2senf® —1)(senf + 1) = 0. De aqui se tiene:
= sen9:—1:>9:%7t:>r:0.

" senf)z%iez%o@z%r{.Enamboscasos,rzS.

Luego, hay tres puntos donde la tangente es vertical: el polo, (3, £71) y (3, 27).
Los puntos de interseccién se obtienen cuando 4 = 4 cos 6, Y
es decir, 260 = 0026 = 27t. Deaquif = 0 0 6 = 71; en ambos

casos r = 2. Los puntos de interseccién son (2,0) y (2, ) x

(vea la figura 44).

Figura 44.
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36. Los puntos de interseccioén se obtienen cuando

4

— =2 0
1—cos6 o8t

es decir:

4 =2cosh —2cos*b
0=2cos?0 —2cosf + 4

La ecuacién cuadratica tiene discriminante negativo, por lo
tanto no hay punto de interseccién (vea la figura 45).

37. Los puntos de intersecciéon se obtienen cuando 6 cumple
que 2cosf) = 2senb, es decir, cosf = senf y, por lo tan-
to, 6 = }lnoe = %n.Si@ = %n,entoncesr = \/Eysi
0= ?In, entonces ¥ = —/2, por los que ambos valores de 6

generan el mismo punto: (v/2, 177).

7T
27
en la segunda, si 6 = 0, entonces r = 0; esto dice que el polo

Ademas en la primera ecuacion, si § = 7, entonces 7 = 0y,
pertenece a ambas curvas. Los puntos de interseccion son:
el poloy (v/2, 1) (veala figura 46).

38. Los puntos de interseccién se obtienen cuando 6 satisface
14+ cos® =1 —sen6, es decir, cos§ = —sen 6y, por lo tanto,
0 = %7‘(06 = %7‘(.816 = %n,entoncesr = 2(2—\/§)ysi
0 = Im, entonces r = 2(2 + V/2).
Ademads, en la primera ecuacién, si § = 7 entoncesr = 0y,
enlasegunda,sif = %, entonces r = 0; esto dice que el polo
pertenece a ambas curvas. Los puntos de interseccion son:
elpolo, (2(2—+v2),37m)y (2(2+ V2), {7) (veala figura 47).

39. Los puntos de interseccién se obtienen cuando 6 satisface

4sen20 = 2 cos B, es decir:

2sen20 = cos®

4senfcosf = cosO

cosf(4senf—1)=0 =
1
cosf =0, COSG:Z =
1 1
0= %, gn, sen” ! 7 g—I—sen_lZ

45

s
\_/

T

Figura 45.

X

N

Figura 46.

<

RS

Figura 47.

Figura 48.
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40.

41.

42.

Célculo Integral
Si0 = J06 = 27[ entonces r = 0.S5i 6 = sen"!g, 1, entonces r = 1\/ 5y si
=7+ sen’1 zly entonces r = ——\/ . Esto produce tres puntos de interseccion:

el polo (3V15,sen"1 1) y (—3v/15, F +sen"! 1) (vea la figura 48).

La rosa tiene ocho pétalos. El primer pétalo sobre el eje x en

Yy
el primer cuadrante (vea la figura 49) esta limitado por las
rectas @ = 0y 6 = 7, por lo que el drea encerrada por la N
rosa es:
A= 8-—/ (2sen46)-d6 = 16/ sen” 4646
2 Jo 0 :
Figura 49.

n 1 z
:8/4(1—c0586)d0=8{0——sen80} =27t
0 8 0
El drea buscada es el drea interior al semicirculo derecho y

exterior al cardioide (vea la figura 50). El radio del circulo es
5, por lo que el 4rea del semicirculo es A = %n. La region
limitada por la parte del cardioide que queda a la derecha
del eje y y el eje y es simétrica; la parte superior de esa parte

del cardioide corresponde a 6 € [0, 5], de modo que el drea

y
de esa region es: %
X

Ay=2. —/ 25(1 — cos 6)2d6
:25/ (1 —2cosf + cos?6)do Figura 50.
0
:25/02(1—2C089+%-{—%COSZQ)d@
=25 [%9—2sen6+ }LsenZG]: =25(3m —2).

En conclusién, el drea buscada es:
A=A —A=%3n-25(3n—-2)=50 -2
El drea buscada es cuatro veces el drea limitada por la parte y

de la lemniscata que queda en el I cuadrante y el eje x, que X

corresponde a 0 € [0, Z] (vea la figura 51). Asi, el area es:

Figura 51.

A=4. —/ 4c0520d0 =8 [Fsen20| * =4

s
4
0
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43.

44.

45.

La primera ecuacién corresponde a un circulo de radio 5; y
su drea es A1 = 2571. El drea que se busca es la del circulo
menos la del lazo de la lemniscata que esta en el I cuadrante

(vea la figura 52). El drea encerrada por ese lazo es:

1 (2 z
Ay = —/2 16sen20d0 = —4cos 26| = 8. |
2 Jo Figura 52.

Asi, el dareaes A = A1 — Ay =251 — 8.

El 4rea buscada es:

NN

=

1,(2 4 a?
:_Ea — :;_ Figura 53.

El 4rea buscada es A = A; — A,, donde A; es el drea del
limacon completo y A; es el area del lazo interior del li-
macon. La curva pasa por el polo cuando 0 = %, el punto
senalado con A en la figura 54 corresponde a (-2, % ); por y

lo tanto,

Ay = 2-%ﬁ2(2—4sen9)2d9

6

— /2(4 — 16senf + 16 sen” 6)d6
z Figura 54.

= 4A2(3—4sen0 —2c0s260)d0
3

=430 +4cosf — senZG];%
= 4(m —V/3).
El punto inferior del cardioide corresponde a § = —%. Asi, para calcular Ay, el
integrando es el mismo que antes solo que los limites de integracion son —7% y 7.
Asi,
A1 =430+ 4cosf — sen 20| 7336
— 42+ V/3).

El 4rea buscada es A = 4(27r + v/3) — 4(7t — V/3) = 4(7 +2V/3).
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46. En este caso, f(f) = 4(1 — cosh), por lo tanto,
f(6) = 4sen6. La mitad superior del cardioide se obtiene
cuando 6 varia en [0, 77| (vea la figura 55). Luego:

=

7T
L= 2/ \/ (45en6)2 4 16(1 — cos 6)2 d6
0

7T
:2/ \/16sen29+16(1—2c059+c0526d6
0
T T Figura 55.
:8/ \/2—2c086d9=8/ J4sen2 1046
0 0 2
7T
:16/ sen%9d9:16-—2cos%9’::32.
0

47. Aqui, f(8) = 3sen®, entonces, f'(0) = 3 cos 6. Por lo tanto,

in 2 2
L:/iﬂ \/(3cos(9) + (3sen6)2do

3

17-[
— 2 2
_/}171 \/9(cos 6 + sen?0) df

3

3 3
:3/4 6 =30"" = 2.
in it 2

Ejercicios de autoevaluacién de las secciones 4, 5y 6, pagina 41

1. x =t—2=t = x+2. Sustituyendo en y = > — 3, se tiene, y = (x +2)2 -3 =
y=x>+4x+1.

2. x =2cost,y =2sent = x*> = 4cos’t, y* = 4sen’t = x> + y* = 4.

3. x =4cost,y = 6sent = x> = 16 cos’ t (*), y> = 36sen? t (**).

De (*), cos?t = £=x% (**); de (**), y¥* = 36(1 — cos? t); luego, sustituyendo (***),

y? =36(1— &x?).

4. x =1 —1=t = y/x+ 1;sustituyendoestoeny = 1> — 1,y = (x-|—1)% -1
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5. Las cuatro ramas de la astroide tienen la misma longi-

tud. Aqui, f(t) = 4cos’t, g(t) = 4sen®t; por lo tanto, /

"(#) = —12cos? tsent, ¢'(t) = 12sen? t cos t. La mitad su-
8

\\ X
perior del cardioide se obtiene cuando 6 varia en [0, 7| (vea \ /

la figura 56). Luego:

[F/(£)]? + [¢'(£)]* = 144 cos® t sen® t + 144 sen* t cos? t Figura 56.
— 144 sen® t cos? t.

La longitud del astroide es:

/2 /2

7T/2
L= 4/ V144 sen? fcos? tdt — 48/ 24,
0 0

sentfcostdt =24 senzlf’0 =

6. En este caso, f'(t) = —12 cos? tsent; luego,
n/2 (1 |

A=4-48 / —sen2t | -=(1—cos2t)dt
0 2 2

/2
=24 / (sen? 2t — sen? 2t cos 2t) dt
0

w/2
/ cos? tsen? t dt’ =192
0

/21 /2
=24 / 5(1 — cos4t) — / sen? 2t cos 2t) dt'
0 0

/2

1
(4t — sen4t) — g sen’ 2t

Q| =

0

7. Sit =0, entonces x = 0, y = 0y el siguiente punto en el que la cicloide toca al eje x
se obtiene cuando t = 277, pues ahi y = 0.

Ademés, f'(t) = 4(1 — cost), por lo que el drea buscada es:

27 27
A:16/ (1—cost)2dt’:16/ <1—2cost+coszt> dt’
0 0
27 1 2t 1 27
:16/ 1—2cost+ LT 2EN 1l 16135 —2sent + ~sen2t| = 48
0 2 2 4 0

8. Aqui, f'(t) =4 — 2cost, por lo que el drea buscada es:

A=

27
/ (4—2cost)2dt‘ =
0

27
/ (16 — 16cost + 4 cos® t) dt‘
0

2m 1 2t
/ (16—16cost+4-+c%> dt':
0

— |18t — 16sent + sen 2¢[3" = 367

27
/ (18 — 16 cost + 2 cos 2t) dt’
0
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9. La curva se muestra en al figura 57. En este caso, f'(t) = 32,

¢'(t) = 2t, luego la longitud de arco es: W
X

2 2 I
L:/ \/9t4+4t2dt:/ [t|\/912 4 4 dt
-2 -2
0 2
_ _/ t\/9t2—|—4dt—i—/ £V + 4 dt,
2 0

Figura 57.

Si se hace 1 = 9t2 + 4, entonces %du = tdt. Por lo tanto,
[ Vorr+aar - l/ul/zdu = L= Lo apr
18 27 27 )
De modo que

0 2

_ 1 2 3/2 1 2 3/2 _ 1 3/2
L= 27(91& +4) _2+ 27(9t 1 4) = 27(40 16).
El 4rea es:
2 1 1.2 272
A=3 P+ dt =3+ 3| =22,
[Esnea=szreze] -7

10. f(#) = tan® = f'(6) = sec? §, entonces el drea es:

/6 /6
A= / sec? 0 sec’0df = / (1 + tan?0) sec? 6 d6

0 0
/6 /6

:/ sec29d9+/ tan® § sec? 6 dO
0 0

1 m/6 13
_ /6 | * 3 _ -
= tanf|,"” + 3 tan 9‘0 TR
11. f(t) =412, g(t) =283 = f'(t) = 8t,§'(t) = 6t*. Luego:

2 2
L= / \/ 6412 + 36t4 dt = / t\/ 64 + 3612 dt.
0 0

Haciendo u = 64 + 312, entonces du = 72tdt. Si t = 0, entonces u = 64 ysit =2,

entonces u = 208; por lo tanto,

208 128
1 172 4y — Lu

_ 1 3/2
72 Jea 128

16
L -0 3/2 .
27( 3 8)

64
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12. El area sombreada que aparece en el enun-
ciado del ejercicio es tres veces el drea som-
breada que aparece a la derecha en la figura
58. Esta, a su vez, es el doble del drea som-

breada que aparece sobre el eje x en el I cua- P

drante. Esta drea es A; = Ap; — A3, donde
Aj es el area bajo la hipocicloide considera-
da desde su extremo derecho hasta el pun-

to Py A3 es el drea bajo la circunferencia,

considerada desde el punto donde corta al
eje x positivo hasta el punto P (esta tiltima _
. . Figura 58.

es la region pequefia de color negro en la

tigura 58).

Célculo de A;. El extremo derecho de la hipocicloide se obtiene cuando t = 0 pues
en ese caso x = 8, y = 0. Por otra parte, el punto P es la interseccion entre la
circunferencia y la hipocicloide. La ecuacién de la circunferencia se puede escribir
como x* + y> = 36. Ahora, se sustituye, en esta ecuacién, la x e y que definen la

hipocicloide:

(8cost +4cos2t)? + (8sent — 4sen2t)? = 36

9
4cos®t + 4costcos2t + cos? 2t + 4sen? t — 4dsen t sen 2t + sen® 2t = 1

11
costcos2t —sentsen2t = T
11
3t = ——
cos T
Luego, 3t = cos~!(—1) = ¢ = lcos™I(—1) = 0,77628. En este caso,

f(t) = 8cost + 4cos2t, por lo que f'(t) = —8sent — 8sen 2t. Por lo tanto, el drea
Aj bajo la hipocicloide es:

0,77628
Ay = / (8sent—4sen2t)(—85ent—85en2t)dt‘
0

0,77628
= / (—64sen’t 4 32sen’ t — 32 sen t sen 2t) dt
0

0,77628
= / [—32(1 — cos2t) + 16(1 — cos4t) — 64 sen® t cos t] dt‘
0

0,77628
= 3,90343.

64
= |—16t + 16sen2t — 4sen4t — 3 sen’ ¢

0
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Célculo de A3. Cuando t = 0,77628, el valor de x en el punto P, calculado en la
ecuacion de la hipocicloide, es 8cos(0,77628) + 4 cos(1,55256) = 5,7811. En ese
caso, para la circunferencia se tiene 6cost = 5,7811, por lo que t = 0,27. Para la

circunferencia, f’(f) = —6sent. Luego, se tiene que:

Ajz =

0,27
/ (—365sen?t) dt’
0

0,27
= 18/ (1 — cos2t) dt
0

1 0,27
—18 {t — ~sen? t} =0,23.
2 0

El 4rea total buscada es A = 6(3,90343 — 0, 23) = 22,04058.



