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Presentacion

La catedra de Matemadticas Superiores les saluda y les desea que este curso llene sus expectativas
para el iltimo curso de calculo de la carrera Bachillerato en la Ensefianza de la Matematica, carrera
que usted sigue en la Universidad Estatal a Distancia. Como cétedra, es para nosotros una gran
responsabilidad y una obligacién brindarle las herramientas necesarias para que su aprendizaje se
logre no solo en el tiempo esperado, sino también en la profundidad que la materia requiere. Con
este objetivo entregamos a ustedes esta guia esperando que sirva para definir pautas de estudio
y puntos de atencién en su aprendizaje.

La catedra agradece a las compafieras Jendry Arguedas, y Sonia Cascante que ayudaron en la
labor de incluir las correcciones que se hicieron al primer documento, utilizado desde el 2005.

Esta gufa proporciona un material que tiene por objetivo orientarlo en el estudio de los dife-
rentes temas de la unidad didéctica que para cubrir los contenidos en este caso corresponde al
libro Cdlculo Vectorial de J. E. Marsden y A. J. Tromba, de la editorial Pearson-Addison Wesley en
su quinta edicién.

En esta guia, para cada tema, se expone un resumen de su contenido, con aclaraciones de algu-
nos conceptos y sobre la manera de enfocarlos, soluciones detalladas de algunos de los ejercicios
propuestos en la unidad didéctica y algunos ejercicios adicionales. En cada caso se indicard el
titulo del tema, tal como aparece en la unidad didactica, y su ubicacién en cada edicién. Cuando
se hace referencia a una pédgina o a un ejercicio de la unidad diddctica se indicard la referencia
a la quinta edicién y, entre paréntesis, la indicacién correspondiente a la cuarta edicion. Este
documento consta de tres partes:

e Una descripcién detallada del curso.

e Una guia de estudio de los diferentes temas, con explicaciones, ejercicios resueltos y ejerci-
cios propuestos.
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iv GUIA DE ESTUDIO: CALCULO SUPERIOR

e Enunciados y soluciones de exdmenes aplicados en periodos académicos anteriores.

Se espera que esta gufa ayude a comprender algunos aspectos que puedan parecer poco claros en
la unidad didéctica.

1. Breve descripcién del curso

En el curso de Andlisis Real se inici6 el estudio de las funciones de varias variables; esto es,
funciones cuyo dominio es R? o R* y cuyo codominio es R, R? o R®. Especificamente, este estudio
se centrd en el Célculo diferencial en varias variables.

La primera parte del curso de Célculo Superior amplia el estudio del Calculo diferencial de las
funciones de varias variables proporcionando una aplicacion al Célculo de méaximos y minimos e
introduciendo los conceptos de rotacional y divergencia.

El resto del curso se dedica al estudio del Calculo integral en varias variables, considerando
dominios de integracion de diferentes tipos: regiones planas, s6lidos, curvas y superficies, que
dan origen, respectivamente, a las integrales dobles, triples, de linea y de superficie.

1.1. Conocimientos previos

Ademads de los conocimientos bésicos de la Matematica elemental se supone, por parte del estu-

diante, un conocimiento s6lido en los siguientes temas:

1. Funciones reales de variable real, derivacién y técnicas de integracion (lo correspondiente a
los cursos Calculo Diferencial, c6digo 175 y Célculo Integral, c6digo 178).

2. Coordenadas polares, cilindricas y esféricas que se estudian en el curso de Geometria Ana-
litica, codigo 193.

3. Algunos de los conocimientos que se proporcionan en el curso de Algebra Lineal c6digo 191,
tales como vectores, producto interno, distancia, longitud de un vector, producto vectorial,
matrices y determinantes.

4. Lo bésico del Célculo diferencial en varias variables, estudiado en el curso de Analisis Real:
funciones de varias variables, limites, continuidad, derivadas direccionales, derivadas par-
ciales, gradientes y las propiedades correspondientes.
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Cabe sefialar que los dos primeros capitulos del texto que se utiliza en el curso constituyen
un repaso de los temas que mencionamos en los puntos 2, 3 y 4. Le recomendamos su estudio, si
considera que tiene algunas debilidades al respecto.

1.2. Unidad didactica

A continuacién sefialamos los capitulos del texto que cubren los temas del curso y se sefiala la
ubicacién de capitulos y secciones en cada una de las ediciones.

Temas Cuarta edicion Quinta edicién

Extremos de funciones con valores reales )

L. Capitulo 3 . L

Extremos restringidos y ] Idem cuarta edicién
secciones: 3.3y 3.4

multiplicadores de Lagrange

Velocidad, aceleraciéon Capitulo 2
Longitud de arco seccion: 2.4 . .
) . Idem cuarta edicién
Campos vectoriales Capitulo 4
Divergencia y rotacional secciones: todas

Integral doble sobre un rectdngulo Capitulo 5

Integral doble sobre regiones més generales . 51254 Capitulo 5
secciones: 5.1 a 5.
Cambio de orden de integracién 56 secciones todas
. y 5.
Integral triple
Geometria de las funciones de R? a R? )
Capitulo 6

Teorema del cambio de variables ] Idem cuarta edicién
secciones: 6.1 a 6.3

Aplicaciones de las integrales dobles y triple

La integral de trayectoria

Integrales de linea )
.. . ., Capitulo 7
Superficies parametrizadas Capitulo 7 )
J .. . secciones: todas
drea de una superficie secciones: todas

. . excepto 7.7
Integrales de funciones escalares sobre superficies

Integrales de superficie de funciones vectoriales
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Referencias de consulta 106

* Esta parte es de la secciéon 2.4 del capitulo 2

UNED Acortando distancias



viii GUiA DE EsTUDIO: CALCULO SUPERIOR

UNED Acortando distancias



Capitulo 3. Derivadas de orden superior,
maximos y minimos

3.3 Extremos de funciones con valores reales

En esta seccién se establece un método para calcular méximos y minimos, tanto relativos como
absolutos, de funciones escalares (0 campos escalares) es decir, funciones que van de R* en R o de
R? en R.

Extremos relativos

En primer lugar se proporciona la definicién de maximo local, minimo local, extremo local o
relativo, punto critico y punto silla.

Los conceptos de méximo y minimo local o relativo amplian los conceptos correspondientes
para funciones de una variable. Para el caso de una funcién de dos variables, el significado geo-
métrico es que corresponde al "punto mas alto" en el caso de un mdximo y al "punto mds bajo" en
el caso de un minimo de "alguna parte" de la grafica de la funcion. El dibujo de la pagina 200 (191)
ilustra apropiadamente estos conceptos. En general, un maximo relativo corresponde a un punto
cuya imagen es mayor o igual que todas las imédgenes en un cierto entorno y un minimo relativo

es aquel cuya imagen es menor o igual que todas las imdgenes en un entorno.

A continuacién, en el texto, se enuncia el teorema 4 que dice que si la funcién f es diferencia-
ble, entonces sus puntos extremos relativos (ya sean maximos o minimos) deben buscarse entre
aquellos que hacen que el gradiente de la funcién se anule. Esto dice que si, por ejemplo, f es una
funcién de dos variables, entonces los posibles puntos méximos o minimos relativos son aquellos

puntos (z,y) tales 7 f(z,y) = (0,0). Dicho de otro modo, estos puntos deben buscarse entre las
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soluciones del sistema de ecuaciones:

0 0
of _, of
Ox oy
Note que se dice "posibles"”; con esto se indica que los puntos solucién del sistema pueden o
no ser extremos relativos. Mientras tanto, los puntos que no son solucién de dicho sistema no
pueden ser extremos. Esto explica el nombre de puntos criticos que se da a las soluciones de dicho
sistema.

Los puntos que son soluciones de dicho sistema pero que no son extremos relativos son los
que los que se denominan puntos silla. El significado geométrico, para funciones de dos variables,
de los puntos silla, estd bien ilustrado en el dibujo de la pagina 202 (192).

Otro resultado importante que debe considerarse en esta seccién es el teorema 6. Este pro-
porciona un método para determinar cudndo un punto critico de una funcién de dos variables
corresponde a un méximo o a un minimo. Observe que este teorema establece que (¢, 1) es un

2

minimo relativo cuando es un punto critico y ademds cumple dos cosas: —— (o, %o) es positivo
xT

y D(zo, o) también es positivo. También dice que (zo, %) €s un minimo relativo cuando es un
2

punto critico y ademads cumple que Eye) (z0,y0) es negativo y D(xg, yo) es positivo. Por otra parte,
T
si D(zo,yo) es negativo entonces (zo, yo) es un punto de silla.

;Qué sucede cuando D(xg,y,) = 0? El teorema no responde; el punto puede ser maximo,
9 » Y
minimo o de silla, pero esto solo se puede saber de alguna otra manera en cada caso particular.

Nota: En la cuarta edicién, en este teorema, aparece un error; falta un exponente 2 en uno de

los términos del discriminante. Debe leerse:

b O2f\ (O2f 9f \?
“(5) (54) (o)

Extremos absolutos

Puede decirse que un minimo absoluto es el punto que tiene la menor imagen, bajo la funcién,
de todos los del dominio; por el contrario, un méximo absoluto es el que tiene la mayor imagen
de todos los elementos del dominio.

Observe la diferencia entre maximo relativo y méximo absoluto; el relativo tiene la mayor

imagen con respecto a una "parte" del dominio, mientras que el absoluto tiene la mayor imagen

UNED Acortando distancias



GUIA DE ESTUDIO: CALCULO SUPERIOR 3

con respecto a "todo" el dominio. Un comentario andlogo vale para el caso de minimo relativo y
minimo absoluto.

Lo anterior NO impide, desde luego, que un méximo relativo pueda ser también absoluto (lo

mismo, un minimo relativo también puede ser minimo absoluto).

El teorema 7 es muy importante porque establece que si el dominio de la funcién es cerrado
y acotado, entonces la funcién va a tener un maximo y un minimo. Cuando se dice maximo o

minimo sin maés, se refiere a maximo o minimo absoluto.

En la pagina 213 (203), se establece un método para hallar los puntos de maximo y minimo
absolutos en una region con frontera.

Cuando se considera que el domino A de una funcién de dos o més variables es un conjunto
cerrado y acotado, éste estd formado por su interior (que podria ser vacio) que es abierto y por
su frontera (que es un conjunto cerrado). El método para encontrar los extremos de la funcién
definida en A consiste en:

Localizar los puntos criticos de f en el interior del dominio A.

Localizar los puntos criticos de la funcién considerada solo en la frontera de A.

Calcular la imagen de todos los puntos obtenidos en los dos pasos anterior.

Comparar los valores obtenidos en el punto anterior. El mayor corresponde al punto ma-

ximo y el menor corresponde al punto minimo.

Observaciones

e El material que se expone entre las paginas 203 y 207 (194 y 198) se refiere a un concepto
(el hessiano) que permite determinar si un punto critico es méximo o minimo relativo, sin

embargo, no forma parte de los contenidos del curso.

e De la lista de ejercicios de esta secciéon HACER los ejercicios del 1 al 35, para ambas ediciones.

Ejemplos resueltos tomados de la lista de ejercicios, paginas de la 214 a la 217 (204 a 1a 207)

1. Hallar los puntos criticos de la funcion f(z,y) = 2* + y? — xy y determinar si son maximos
o minimos relativos, o corresponden a puntos silla.
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Solucién: Para determinar los puntos criticos se debe resolver el sistema de ecuaciones

0
_f =0, 3_f =0
ox oy
0 0
Como —f =2x — vy, —f = 2y — x, entonces, el sistema a resolver es
ox oy
20—y =20
—r+2y=0

Dado que este es un sistema lineal homogéneo y el determinante de la matriz de coeficientes
es 3 # 0, entonces, la tnica solucién del sistema es (0, 0). Este es el anico punto critico de la
funcién.

Ahora es necesario averiguar qué tipo de punto es. Para esto, se aplica el teorema 5. Se
calcula la segunda derivada parcial con respecto a = y se evaltia en (0,0). En este caso

9% f

= 2. Como es constante, al evaluar en (0, 0) se obtiene el mismo valor: 2.

da?
2
Ahora se requiere calcular la segunda derivada parcial con respecto a y: o 2y la se-
82
gunda derivada mixta: 5 g = —1. Al evaluar en (0, 0) se obtienen los mismos resultados
x Oy

puesto que todas estas derivadas son constantes. Asi, el discriminante es:

L (PFN (Of 2f \? B
- (82) (50) () e oo

2
Como D es positivo y W«)’ 0) también es positivo, entonces (0,0) corresponde a un mi-
€T

nimo.

. Hallar los puntos criticos de la funcién f(z,y) = (v —y)(xy — 1) y determinar si son maximos
o minimos relativos, o corresponden a puntos silla.

Solucién: Primero se desarrolla el producto: f(z,y) = 2%y —x — zy* + y.

Luego se calculan las derivadas parciales y se igualan a 0:

of

3 =20y —1—-9y*=0 (1)
X
ﬁ:x2—2xy+1:0 2)
dy
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De la segunda ecuacion se concluye que = # 0, por lo tanto, es posible despejar y en ella:
z?+1

2z
Después se sustituye esto en la primera ecuacion y se obtiene:

y:

x4+2x2+1_

92 -
o 42

0

| ) <x2+1

2
=0=a2"+1-1-
2x 2x ) v

Se debe simplificar esta suma y calcular el numerador para solo igualar a cero este numera-
dor. Al calcularlo se obtiene

drt — 2t — 222 -1 =0
=3t —2:2—-1=0
=B+ D@+ 1) (xr—1)=0

De la tltima ecuacién se obtienen las soluciones reales x = 1 0 x = —1 que en ninguno de los
casos anula el denominador de la expresion original. Para determinar los puntos criticos, se

sustituyen los valores de z encontrados en la ecuacién 2zy — 1 — y* = 0.

Sustituyendo x = 1 en (1) se obtiene 2y — 1 — y* = 0; es decir —(y — 1)*> = 0y, por lo tanto,
y = 1. Esto da un primer punto critico: (1, 1).

Sustituyendo z = —1 en (1) se consigue —2y — 1 — y* = 0; es decir —(y + 1) = 0y, por lo
tanto, y = —1. Esto da un segundo punto critico: (—1,—1). Dado que no hay mds valores

que anulan las derivadas parciales, entonces solo hay estos dos puntos criticos.

Ahora se calculan las derivadas parciales segundas para utilizar el teorema correspondiente:

*f *f *f
0?2 v Oy Y bz oy LT

De aqui se tiene que

0? 0? o2 2
0o (8x];) (8y£> N (afﬂ gy) = (2y)(—22) — (22 — 2y)* = —4a® — 4y* + day,

82
Como m(l, 1)=2>0,y D(1,1) = —4 < 0, entonces, (1, 1) es un punto de silla.
x
O*f .
Por otra parte m(—l, —1)=-2<0y D(—-1,-1) = —4 < 0, entonces, (—1, —1) también es
un punto de silla.
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3. Considere la funcion f(z,y) = (y — 322)(y — z?).

(a) Compruebe que (0,0) es un punto critico.

(b) Sig(t) = f(at,bt) tiene un punto minimo para ¢t = 0 para todo a, b € R.

(c) Demuestre que (0, 0) no es un punto minimo relativo de f.
Solucién: La funcién es f(z,y) = (y—32%)(y — x?) y desarrollando: f(z,y) = y* —42%y + 3z*.
Ahora

(a) Se pide verificar que (0, 0) (el origen) es un punto critico. Dado que

af s Of 9
ox By v dy y v

vemos que si se hace © = 0, y = 0 entonces ambas derivadas se anulan. Luego, (0,0) es un
punto critico.

Observe que
0*f

da?

>, O

= 8y + 3622, —= = =
Y+ o0, oy? T Oz dy

—8x

Luego D = (—8y + 362?)(2) — (—8xz)* = 8z% — 16y. Asi, al evaluar D en (0,0) se obtiene
D(0,0) = 0, por lo que el teorema no se aplica.

(b) Primero se evalta f en (at, bt); se obtiene:

f(at,bt) = (bt)* — 4(at)?(bt) + 3(at)* = b*t* — 4a*t>b + 3a’t".

Esto proporciona una funcién en una sola variable (la variable t). Si se deriva e iguala a 0 se
obtendrén los puntos criticos (curso de Célculo Diferencial, c6digo 175):

f'(at,bt) = 2b*t — 12a*t*b + 12a*t>.

Note que ¢ = 0 es un punto critico.

Si se calcula la segunda derivada:
f"(at,bt) = 36a*t* — 24a’bt + 27,

y al evaluarla en ¢ = 0 se obtiene 2b* que es un ntimero positivo. Entonces, tiene un minimo
en ¢t = 0. Se concluye que f tiene un minimo relativo en cada recta que pasa por (0, 0).

(c) Lo anterior parece indicar que (0, 0) es un minimo relativo de f, pero no es asi. Para que
fuese un minimo deberia serlo para cualquier trayectoria que pase por el origen, no solo para
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las rectas. Por ejemplo, considere la trayectoria dada por (¢, 2t*) (cuando ¢ = 0, la trayectoria
pasa por (0,0)). Se tienen f(¢,2t?) = (2t)% — 4(¢)%(2t*) + 3(t)* = 4t* — 8t* + 3t* = —t*.
Puesto que para cualquier valor de ¢ # 0 se tiene que —t* < 0, entonces esta funcion tiene
un maximo en ¢t = 0. Por lo que f tiene un méximo en (0,0) cuando toma valores sobre la
trayectoria (¢, 2¢?). Esto significa que (0,0) no es un minimo relativo de f.

4. Hallar el punto del plano 2z — y + 2z = 20 més préximo al origen.

Solucién: Este ejercicio se puede resolver de forma maés eficiente utilizando el método de
multiplicadores de Lagrange que se estudia en la siguiente secciéon. Sin embargo, se puede
hacer usando el método de esta seccion.

El ejercicio proporciona la ecuacién de un plano: 2z — y + 2z = 20 y pide determinar cuél
de sus puntos estd mds cerca del origen (esto es, del punto (0, 0,0)). "Mds cerca" se refiere a
un minimo; ;cudl es la funcién que hay que minimizar? Se estd hablando de una distancia,
y la distancia de un punto cualquiera (z,y,2) al origen es d = /22 + y? + 22. Pero no se
consideran todos los puntos sino solo los que estan en el plano mencionado. Despejando =

en la ecuacién del plano se obtiene z = 10 — x + ta Sustituyendo en la funcién de distancia
d se tiene una funcién de dos variables:

1 )
d(z,y) = \/x2+y2+(10—x+§y)2: \/2x2+1y2—xy—20x+10y+100

Minimizar la funcién d es lo mismo que minimizar la funcién d?, que, por comodidad, lla-
maremos F: 5

E(z,y) =22 + ng — xy — 20z + 10y + 100
Calculando las derivadas parciales e igualando a 0 se obtiene:

oFE

 —dr—y—20=0
Ox Y
OE 5
— = -y — 10=20
3y 2y T+
. . . 40 20 _ )
Resolviendo el sistema se tiene que v = —, y = 3 Se deja a usted los calculos de las

segundas derivadas y la aplicacion del teorema correspondiente para verificar que en ese
punto hay un minimo.

Para los valores obtenidos de z, y, el valor de z es

10—zt iy=10-0 1 -
= TTRY = 9 "2 -
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40 20 40
Asi, el punto, en el plano dado, que se encuentra més cerca del origen es ( ) .

R
. Hallar los valores méximo y el minimo absolutos de f(z,y) = senx + cosy en el rectdngulo
R =10,27] x [0, 27].

Solucién: Primero se determinan los puntos criticos en el in-

terior de la regién que corresponde al rectdngulo R indicado 27 [
(vea la figura adjunta). Hacemos:

0 o) ©)
8—£:(305sz, a—gz—seny:O
) 1 3
Pero cosz = 0six = —m 0 x = —m (solo se toman estos dos @ o1

porque z estd entre 0 y 27).

Figura 1: Region para extremos.

Ademds, —seny = 0, cuando y = 0, y = 7 (por una razén andloga a la anterior, solo se

. 1 1
toman esos dos valores). Asi, se concluye que los puntos criticos son (577, O), <§7r, 7T>,

3 3 .
(57@ 0) y (§7T, 7r) . Se observa que hay dos puntos de estos en la frontera (los que tienen 0
como segunda coordenada) y, entonces solo quedan los otros dos como puntos criticos en el

interior de la region.

Ahora se determinan los puntos criticos en la frontera; para ello se considera cada uno de
los cuatro lados del cuadrado.

El lado sefialado con (D en la figura corresponde a los puntos de la forma (z, 0), con z entre
0y 27. De modo que al evaluar la funcién queda de una sola variable:

f(z,0) =senx + cos0 = senx + 1.

. . 1 3 .
Derivando se tiene (senz + 1)’ = cosx, que se hace 0 cuando x = —m 0 x = —7. Se obtienen

1 3
asi dos puntos criticos: (573 0) , <§7r, O).

El lado sefialado con ) en la figura corresponde a los puntos de la forma (27, y), con y entre
0y 27. De modo que al evaluar la funcién queda de una sola variable:

f(2m,y) = sen 2w + cosy = cosy.

Derivando se tiene (cosy)’ = — sen y, que se hace 0 cuandoy = 0, y = m 0 y = 2. Se obtienen
asi tres puntos criticos: (27,0), (27, 7), (27, 27).
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El lado sefialado con (3 en la figura corresponde a los puntos de la forma (x, 27), con z entre
0y 27. De modo que al evaluar la funcién queda de una sola variable:

f(z,27) = senz + cos2m = senx — 1.

. . 1 3 .
Derivando se tiene (senz — 1)’ = cosz, que se hace 0 cuando = = gToT = Se obtienen
1 3
asi otros dos puntos criticos: <§7r, 27r> , (§7r, 27r> .

Finalmente, el lado sefialado con @) en la figura corresponde a los puntos de la forma (0, y),
con 0 <y < 27. De modo que al evaluar la funcién queda de una sola variable:

f(0,y) =sen0 + cosy = cosy.

Derivando se tiene (cosy)’ = —seny, que se hace 0 cuandoy = 0, y = 7 0 y = 27. Se obtienen
asi tres nuevos puntos criticos: (0,0), (0,7) y (0,27). En total hay 12 puntos criticos. Hay
que evaluar f en cada uno de ellos:

%7?+Cos7r:0

Sr,m) =sen3mw 4 cosT = —2

37,0) =sen 3w+ cos0 =0

f(b,m) = sen f
f(3m,0) =senim + cos0 =2 f

f(27r 0) =sen2m +cos0 =1 f(2m,m) =sen2m + cosm = —1
f(2m,2m) = sen 27w + cos2m = 1 f(3m,2m) = sen 37 + cos 2m = 2
fEm f(0,0) =sen0+ cos0 =1

oA f

,2m) =sen 0+ cos2m = 1

,2m) = sen 37 + cos 21 = 0

, )—sen0+cos7r— -1

1
El valor méximo de la funcién es 2 este se alcanza en los puntos <§7r, O) y (§7r, 27r) y el
3
minimo es —2 que se alcanza en el punto (§7r, 7?) .

6. Un pentadgono estd compuesto por un rectdngulo y un tridngulo isésceles. Si la longitud del
perimetro estd dada, hallar la méxima 4rea posible.
Solucién: La funcién a maximizar es la funcién determi-
nada por el drea de la figura, que es A = zy + %yh, donde h
es la altura del tridngulo. De acuerdo con la trigonometria, r : h L

1
h = §y tan 6. Segun esto,

1 x x
A=zy+ ZyZ tan 6. (3)
Por otra parte, el perimetro es P = 2z + y + 2r, donde r es Yy
la medida de los lados iguales del tridngulo isésceles. Figura 2: Maximizar el drea.
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., . . . Y
Segun el enunciado, P es constante, por trigonometria se sabe que r = = o en forma

2 cos
1
equivalente r = U sec 0. Luego, P = 2z +y + ysec . De aqui se despeja a x:

1
:c:§(P—y—ysec€),

y, sustituyendo en (3), se obtiene el d&rea como una funcién de dos variables, y, § (recuerde
que P es constante):

1 1

Aly,0) = 5 (P —y —ysecO) y+ 7y tan
1 1 1

= §Py— §y2(1 + sect — §tan9).

Ahora se calculan las derivadas parciales y se igualan a 0 para determinar los puntos criticos:

0A 1, IR
50 = "3 (tan @ sec — 5 Sec g) =0
0A 1

1
a_y = §P—y(1—|—sec9— itane) =0
. -2 . 1 2
Como y # 0, de la primera ecuacién se obtiene tanfsect — 5 sec 6 = 0y, por lo tanto

1 1
senf = 5/ es decir, por las condiciones del problema, § = & Sustituyendo en la segunda

ecuacién y despejando se obtiene que y = (2 — v/3) P. Evaluando la funcién de drea A en

1
((2 —/3)P, 67T> , se tiene que el drea maxima es

A:i<2—\/§>P2.

Ejercicios propuestos

U

En los ejercicios 1 a 4 determine los puntos criticos de la funcién dada y clasifiquelos como

méximos o minimos relativos o puntos de silla.

fl,y) = (x =2+ (y = 3)*

fx,y) = (x — 4) In(zy)

fla,y) = —a® + 9z — 4y
4 4

flay) =ay + —+ =~

r oy
Considere f(z,y) = 22 — y?, halle el méximo y minimo absoluto de f en el disco unitario

S ={(z,y)]|z*+y* <1}
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6. Determine el maximo absoluto y el minimo absoluto de f(z,y) = 2? — 4zy + y* + 4y, en el
cuadrado R = [0, 2] x [0, 2].
7. Determine la distancia minima entre el punto (1,2,0) y el cono 2% = 2% + 2.

8. Encuentre los valores maximos y minimos de f(x,y) = y* — 22 sobre el tridngulo cerrado
cuyos vértices son (0,0), (1,2) y (2, —2).

3.4 Extremos restringidos y multiplicadores de Lagrange

En esta seccion se estudia un método para encontrar maximos y minimos de funciones con cier-
tas restricciones sobre el dominio de la funcién. Interesa, en particular que usted comprenda el
teorema que sustenta el método de multiplicadores de Lagrange para calcular los puntos criticos de
una funcién f con ciertas restricciones. Este teorema es el nimero 8 y se encuentra en la pagina
218. (209. Teorema 9)

Con las hipotesis dadas en el teorema correspondiente, se establece es que si se quiere maxi-
mizar o minimizar la funcién f(z,...,z,) sujeta a la restriccién g(z, ..., x,) = ¢, entonces, para

determinar los puntos criticos, debe resolverse el sistema de ecuaciones

af _ | 9y
8ZE1 N 8%1
of _ | 9y
8%2 N 8(]32
of \ dg
or, Oz,
g(xy,...,xy) =c
Si el sistema se resuelve por completo entonces se determinaran valores de x4, ..., 2,,A. Los

valores importantes son los de las equis; el valor de A (llamado multiplicador de Lagrange) so-
lamente es auxiliar e incluso puede darse el caso de que se encuentren los puntos criticos sin

encontrar A en forma explicita.

El método proporciona los puntos criticos pero NO indica cudles son maximos o minimos.
Usualmente la naturaleza del problema permite saber, sin muchas dificultades, cudles son maxi-
mos o minimos. Finalmente, pueden presentarse dos restricciones de la forma ¢, (z1,...,2,) =0
y g2(21,...,x,) = 0. En ese caso, para determinar los puntos criticos, se debe resolver el sistema
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de ecuaciones:

=)\ A
8x1 181'1 * 281‘1
af | Oq Jga
8362 N /\1 891:2 * >\2 8952
of ol 0o
=\ A
ox, laxn + 28%
gi(z1,...,2,) =0
92(33'17 Ce ,.fll'n) = 0

A partir de aqui es evidente como se procederia si hubiera tres restricciones o mas.

Observaciones

e La estrategia de multiplicadores de Lagrange para encontrar méaximos o minimos absolu-
tos en regiones con frontera, NO se estudiard. Tampoco la seccién "Criterio de la segunda

derivada para extremos condicionados".

e La lista de ejercicios recomendados de la seccién son del 1 al 22.

Ejemplos resueltos tomados de la lista de ejercicios, paginas de la 234 a 1a 237 (223 a 1a 225)

1. Hallar los extremos de f(z,y) = x — y sujeto a la restriccion z? — y* = 2.
Solucién: Si se hace g(z,y) = 2? — y* — 2, la restriccién es g(x,y) = 0y el sistema a resolver

es
of | 0g
or oz
9f _ 9%
dy dy
g(z,y) =0

Es decir, calculando las derivadas parciales correspondientes:

1 = \(22) 4)
—1 = A(—2y) 5)
2 —yP—2=0 (6)

UNED Acortando distancias
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De (4) se puede ver que X # 0. De (4) y (5) se tiene que \(2z) = A(2y), por lo tanto, z = y.
Sustituyendo en (6), se tiene 2* — 22 — 2 = 0, pero esta ecuacion es equivalente a —2 = 0y,
entonces, no tiene soluciones. Esto quiere decir que no existen tales maximos y minimos.

2. Determinar los extremos relativos de f(z,y) = 2 — 42, sujeto a la restricciéon y = cos z.

Solucién: Aqui g(z,y) = y — cos z, pues se busca que los puntos que cumplen con la restric-
cioén satisfagan la ecuacion g(z, y) = 0. Calculando las derivadas parciales correspondientes
se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

2 = A(sen ) (7)

—2y = \(1) 8)

Y = COoST 9)

De (8) y (9) se tiene que A = —2cos z y, entonces, sustituyendo en (7): x = coszsenz. Una

solucién de esta ecuacién es x = 0. Esta es la tinica pues cualquier solucién deberia satisfacer
z €] —1,1] (dado que —1 < cosxsenz < 1; perosi 0 < x < 1, entonces —x es negativa
mientras que cos z sen z es positiva y, si —1 < x < 0, entonces —z es positiva mientras que
coszsenz es negativa). Concluimos que el tnico valor posible para x es 0 y, en ese caso,
y = cos 0 = 1. El tinico punto critico es (0,1).

2

Evaluando la funcién en ese punto se tienen f(0,1) = 0> — 1> = —1 y este es un minimo.

La prueba de que es minimo es la siguiente: para los puntos en el conjunto S dado se tiene

f(z,y) = f(x,cosx) = x* — cos® z; pero x* — cos®x > x? — 1 > —1.

3. Hallar los maximos y minimos absolutos para f(z,y) = z* + zy + y* en el disco unitario
D ={(z,y)[+* +y* <1},
Solucién: Hay que determinar los puntos criticos en el interior de D y los puntos criticos
en su frontera. Los de la frontera se pueden encontrar usando multiplicadores de Lagrange,
donde la restriccion estd dada por z* + y? = 1. Hay que resolver el sistema:

of | 0g B
of _ 9y
I \2Z = 11
o )\ay = 2y+x=A(2y) (11)
2?4yt =1 (12)

De (10) se tiene que y = 2(\ — 1)z; sustituyendo en (11) se tiene:
AN—Dz+z =4\ A —1)x

De aqui, z(—4(A — 1)? + 1) = 0. Hay dos posibilidades:

UNED Acortando distancias
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e Siz = 0, entonces, por (12), y> = 1y, por lo tanto, y = 1, y = —1. De aqui resultan dos
puntos criticos (0, 1) y (0, —1).
1 3 1
e Si —4(A—1)*+1=0,entonces (A — 1)? = 1 Y por lo tanto, A = 3 A= 3

3
— Si se hace A\ = 5 en (10) se tiene que x = y vy, sustituyendo en (12), 22* = 1.

1 1 ) .
Resulta entonces que + = —, r = ——~=. Obteniéndose otros dos puntos criticos:

N
(o) (55
va've) U ve Ve
— Si se hace A = 5 en (11) se tiene que —z = y y, sustituyendo en (12), 22% = 1.

1 1 : :
Resulta entonces que v = —, * = ——~=. Obteniéndose otros dos puntos criticos:

1 1 1 1 V2 V2
(G (59

Ahora hay que determinar los puntos criticos en el interior del disco. Entonces:

ﬁ:O = 2x+y=0
ox
ﬁ:O = x+4+2y=0
dy

La tinica solucién de esta sistema es z = 0, y = 0, por lo que (0, 0) es otro punto critico.

Finalmente, evaluamos en todos los puntos criticos para ver cudl es el maximo y cudl es el

)|

) N o . ) 3
La més pequefia de estas imdgenes es 0; este es el minimo. La mds grande es oY este es el

minimo:

@) [ 0000 (F55) | (-5 -3) | (
flay) | 1

2)|(% )00
I

o |

Sl-

S
N | DN

N[

maximo.

4. Un servicio de mensajeria exige que las dimensiones de una caja rectangular cumpla con
que el largo mas el doble del ancho maés el doble de la altura no sobrepase los 108 cm. ;Cuaél
es la capacidad de la caja de mayor volumen que se puede conseguir con esta condiciéon?

Solucién: El volumen de la caja es V' = lwh y esta es la funcién a maximizar donde [ es el
largo, w el ancho y h la altura. La restriccién es [ + 2w + 2h = 108 (en el interior el tnico
punto critico es (0,0, 0), pero esto no corresponde a las dimensiones de una caja). Se debe
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resolver el sistema:

wh = A\
lh =2\
lw =2\

[+ 2w+ 2h = 108

De las dos primeras ecuaciones se obtiene que | = 2w; de la segunda y la tercera se tiene
que h = w. Sustituyendo en la tltima de la ecuaciones: 2w + 2w + 2w = 108, por lo que
w = 18. Entonces, | = 36 y h = 18. El punto critico es (36, 18,18). Puesto que el conjunto
de puntos que satisfacen la restriccion es cerrado y acotado, entonces V' alcanza un méximo
y un minimo. Dado que el minimo es 0, entonces el mdximo es V/(36,18,18) = 11664. El
volumen de la caja més grande que puede enviar la compafifa es 11 664 centimetros ctibicos.

Ejercicios propuestos

1.

SANEE R

Use multiplicadores de Lagrange para determinar el mdximo y el minimo de f(xz,y) = y*—z?

sujeto a la restriccion ZIZ +y? = 1.

Maximice f(z,y) = 22 — 2y — y* sujeto a 2% + ¢* = 1.

Minimice f(z,y, 2) = z* + y* + 2? sujeto a 42? + 2y* + 2% = 4.

Encuentre el maximo valor de f(z,y, 2) =  — y + 2 sobre la esfera 2 + y* + 22 = 100.
Encuentre el maximo de f(z,y,2) = 2% + y* + 2? sujeto a las dos restricciones: = +y = 4,
y+ 2z =6.

Utilize multiplicadores de Lagrange para encontrar el punto en el plano 2z + y + z = 1 més
cercano al origen.
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Capitulo 4. Funciones con valores vectoriales

2.4y 4.1 Introduccion a las trayectorias y curvas, aceleraciéon y segunda ley de Newton

Es conveniente trabajar juntas las secciones [2.4 y 4.1], aunque en el libro se encuentren separa-
das. De esta forma integraremos dos temas que estdn muy relacionados como son la velocidad
y la aceleracion. Es importante visualizar una curva como la trayectoria que sigue una particula
cuando se desplaza en el plano o en el espacio. Esta trayectoria serd, entonces, una funcién del
tiempo.

Por esta razon se define una trayectoria como una funcién de ¢, donde ¢ varia en un intervalo
y las imagenes son elementos de R” (si n = 2 se tiene una trayectoria en el plano, si n = 3 se tiene
una trayectoria en el espacio). La "traza" o "dibujo" de las imagenes genera una curuva.

También es importante hacer notar que a cada trayectoria, en la forma que la define el texto, le
corresponde una tnica curva, pero dada una curva, ésta puede ser descrita por multiples trayec-
torias.

Por ejemplo, considere el arco de la pardbola dada por la ecuacién y = 22, que va del punto
(0,0) al punto (1,1). Las dos trayectorias siguientes producen este arco:

o:[0,1] — R? v:[0,2] — R?
1 1
t tt? t y—
= (1) H<2’4 >

Note que ambas producen el mismo arco:

Para o: o(t) = (t,¢*). Si se hace z = t, y = t?, entonces y = z*. Por otra parte o(0) = (0,0) y
o(1) = (1,1). En sintesis, la trayectoria corresponde al arco de parédbola indicado.

17
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1 1 1 1
Para v: v(t) = (ﬁt’ Zt2)' Si se hace z = Et' Yy = ZtQ’ entonces, también en este caso y = z%.

Por otra parte v(0) = (0,0) y 7(2) = (1, 1). Esto significa que también esta trayectoria corresponde
al arco de parabola indicado.

Derivada, velocidad, rapidez y aceleracion

Se define la derivada de una trayectoria mediante la derivada de sus coordenadas. Por ejemplo,
sio(t) = (t?,2t), entonces o' (t) = ((¢?), (2t)") = (2, 2).

Se dice que la derivada de una trayectoria en cada punto ¢, es la velocidad en cada punto de
una particula que siguiera esa trayectoria. La segunda derivada recibe el nombre de aceleracion de
la particula. Ademads, la norma de la derivada se llama rapidez de la particula.

Por ejemplo, para o(t) = (t?,2t), en cada punto:

e Lavelocidad es v(t) = o'(t) = (2t,2)
e Laaceleracidn es a(t) = v'(t) = o”(t) = (2,0)
e Larapidezes ||v(t)| = ||(2t,2)|| = vV4t2 + 4

El texto proporciona en la pagina 141, seccién 2.4 (131), una férmula para describir la recta tan-
gente a una curva en un punto dado.

Algunas veces se dice que la curva correspondiente a una trayectoria o es suave si o es de clase
C'; esto es, tanto o como su derivada son diferenciables en el interior del intervalo en el que estan
definidas y por lo tanto, son funciones continuas.

Un aplicaciéon sumamente ttil, corresponde a la Segunda ley de Newton que se reduce a
escribir: Fuerza es igual a masa por la aceleracion, que en el caso de una particula que se mueva bajo
la influencia de un campo de fuerza F en una curva o(t) se escribe:

F(o(t)) = mo”(t)

Se sugiere la realizacion de los ejercicios de las secciones 2.4y 4.1. del 1 al 20 y del 1 al 19 respec-
tivamente.
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Ejemplos resueltos tomados de la lista de ejercicios, de la pagina 143 (132-133) y de las paginas
265-266 (254-255)

1. Calcule la velocidad, la aceleracién y la ecuacién de la recta tangente a o(t) = (tsent, 4t) en
t = 0 [ejercicio modificado de la lista].
Solucidén: La velocidad en t es v(t) = o’(t) = (sent + tcost,4). Ent = 0es v(0) = (0,4).

La aceleracién entes a(t) = 0”(t) = (2cost — tsent,0). Ent = 0es a(0) = (2,0).

Dado que ¢(0) = (0,0) y ¢’(0) = (0,4), entonces la ecuacién de la recta tangente cuando
t=0es
(z,y) = (0,0) + A(0,4).

2. Hallar una trayectoria o tal que o(0) = (0, —5,1) y o/(t) = (t, €', ¢?).
Solucién: Si o = (04, 02, 03), entonces se tiene que

oty=t = o) = %ﬂ + ¢

oty =¢" = ot)=c+tc

os(t) =1 =  o3(t) = %F’ + c3
donde ¢y, ¢z y ¢3 son constantes que se obtienen de o(0) = (0, —5, 1). De lo anterior, 0,(0) = 0,
es decir %OQ + ¢ = 0, entonces ¢; = 0. También, 05(0) = —5, es decir €° + ¢; = —5, luego,
1 + ¢o = —5, entonces ¢, = —6. Finalmente, 03(0) = 1, es decir %03 + ¢3 = 1, entonces ¢35 = 1.

1 1
Se concluye que o(t) = (§t2, e —6, §t3 + 1).
3. Una particula que se mueve sobre la curva ¢(t) = (¢,¢* — 4¢,0) se sale por la tangente en
t = 2. Determine cudl es la posicion de la particulaen ¢ = 3.
Solucién: Primero se calcula el vector velocidad para luego encontrar la ecuacion de la recta
tangente y con ésta determinar la posicién.

v(t) = d(t) = (2t,3t* — 4,0) = v(2) = (4,8,0)

Se sabe que ¢(2) = (4,0,0), asi la ecuacién vectorial I(\) = (4,0,0) + A\(4, 8,0) corresponde a
la recta tangente y en ¢t = 3 equivale a encontrar la posicién sobre la recta en A = 1, de esta
forma la particula se encuentra en (8, 8, 0).

t

4. Una particula sigue la trayectoria o(t) = (€', e *, cost) y cuando ¢ = 1 se sale por una tan-

gente, ;donde estd en t = 2?
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Solucién: Una vez que la particula abandona la trayectoria sigue a lo largo de la recta tan-
gente a la curva en el punto donde ¢ = 1. Entonces, es preciso determinar la ecuacion de
dicha recta.

1

Un punto en la recta es el punto o(1) = (e,e™",cos1). Un vector director de la recta estd

dado por ¢/(1); pero o’(t) = (', —e™*, —sent), por lo que /(1) = (e, —e~!, —sen1). Asi, la
ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto correspondiente a t = 1 es:

L(t) =t(e,—e ', —senl) + (e,e !, cos 1).

Para saber dénde estd la particula en ¢ = 2 hay que notar que solo ha estado una unidad de
tiempo sobre la recta, de modo que cuando ¢ = 2, la particula se encuentra en el punto:

L(1) = (e,—e ', —senl) + (e,e !, cos1) = (2¢,0,cos 1 —sen1).

. Probar que %[a(t) x p(t)] = do x p(t)+o(t) x %, donde o y p son trayectorias diferenciables

f dt
en R3.

Solucién: En primer lugar, observe que esta propiedad tiene una analogia con la regla de la
derivada de un producto para funciones de R en R.

Sio = (01,09,03)y p(t) = (p1, p2, p3); entonces
0 X p = (02p3 — 3Pz, 03p1 — T1P3,01p2 — 02p1) ,

luego, dado que las funciones componentes son reales de variable real, se aplican las corres-
pondientes propiedades de la derivada:

Loxpl = (2 .4 ). 2 (12— 0201)
dt g xXp i 0203 — O3p2 o 03p1 — 0103 di O1p2 — 0201
- (dUQ dps dos dpz d03 dﬂl doy dps

AT T w T  a " T T a T a
doy dpy  doy dﬂl
P +o Vo T a2y )
dos dos da3 d01 d01 dos
(dt B P T e P a Em)
+( 2%_ 3@ 03@ d/)s 1dp2 B dp1>
dt dt’° dt Var U dt dt
= d_a X p+ 0o X @
dt dt’
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6. Sir(t) = 6ti + 3t%j + t°k ;qué fuerza acttia sobre una particula de masa m que se mueve a lo
largo de r en el instante ¢ = 0?
Solucién: Aqui se debe aplicar la segunda ley de Newton. Note que r(t) = (6t, 3t%,¢*)

F(r(t)) = ma(t) = mr”(t) = m(0,6,6t) = 6m(0, 1,1)
De esta forma, en ¢t = 0, la fuerza es equivalente a seis veces la masa en la direccién j.

7. Demuestre que si la aceleracién de un objeto es siempre perpendicular a la velocidad enton-
ces la rapidez del objeto es constante.

Solucién: Note que la hipétesis dice a(t) - v(t) = 0 o lo que es equivalente a escribir
V'(t) - v(t) = 0. Ahora la rapidez es ||v(t)|| = /v (¢) - v(t) por lo que se calcula

%(v(t) o(t)) = V(8) - u(t) + o) v (t) = 20/() - u(t) = 0

Asi el cuadrado de la rapidez es constante y implica que la rapidez también lo es.

Ejercicios propuestos
En los ejercicios 1 y 2 escriba una trayectoria que represente la curva dada.
1. La circunferencia de centro (1, 1) y radio 3.
2. El triangulo de vértices (0,0), (1,0) y (0, 1).

Determine la velocidad, la rapidez y la aceleracién en el punto ¢t dado, de un particula que
sigue cada una de las trayectorias dadas en los ejercicios 3 a 5.

3. o(t) = (sent,cost,t?), t=r.
4. o(t) = (t+1,t —2,t?), t=2.
5. 0(t) = (e',e™), t=1.

6. Una particula sigue la trayectoria o(t) = (t,¢*,t*) hasta que sale por una tangente en t = 2,
‘en qué punto se encuentra cuando ¢ = 5?

7. Determine una trayectoria o(t) tal que o(0) = (1,2,3) y o’'(t) = (¢, —t,t*).

8. La aceleracion de una particula que se mueve en el plano es a(t) = (24t?,4). Si en el instante
t = 0 la particula se encuentra en el punto ¢(0) = (1, 2) y en ese mismo instante su velocidad
es v(0) = (0,0), determine la trayectoria de la particula.
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4.2 Longitud de arco

Si visualiza una curva como un pedazo de alambre, la medida del alambre al "estirarlo” es la
longitud de arco de la curva. El texto proporciona una férmula para determinar dicha longitud. Esta
férmula es lo fundamental de la seccién.

Aunque la férmula lleva facilmente a establecer la integral que nos permite determinar la
longitud de arco, usualmente esta integral es dificil de calcular utilizando las técnicas estdndar.
Incluso, algunas veces se hace necesario utilizar técnicas de aproximacién. En los ejercicios que
aparecen en el texto, por lo general si se puede calcular la integral.

Observaciones

e La justificacion de la féormula de Longitud de arco, pagina 271 (261), presenta un andlisis
interesante que bosqueja el proceso de definicion de la férmula para determinar este valor;
se recomienda que lea esta secciéon aunque no forme parte de los objetivos a evaluar en este
curso. Lo mismo sucede con el diferencial de la longitud de arco, pagina 269 (259).

e De la lista de ejercicios de esta seccién, los ejercicios recomendados son del 1 al 10, 12 y 19.

Ejemplos resueltos tomados de la lista de ejercicios, de las pagina 273 y 274 (262-263)

1. Calcular la longitud de arco de s(t) = ti + t(sent)j + t(cost)k en el intervalo [0, 7].
Solucién: Segun la férmula dada, la longitud de arco es la integral de la rapidez en el
intervalo indicado.

En este caso se tiene s'(t) = 1i + (sent + tcost)j + (cost — tsent)k, entonces:

| (t)]| = /12 + (sent 4t cost)? + (cost — tsent)? = /2 + 2.

La longitud de arco viene dada por la integral L = / V2 +t2dt.
0

Primero se calculard la integral indefinida. Para calcularla primero se procede por susti-
tucion trigonométrica, y para t = /2 tan6, entonces dt = v/2sec?fdf. Se tiene entonces
que

/\/2—|—t2dt:2/se63«9d0.

Para esta integral se procede por partes, haciendo u = sec 6 y dv = sec® 6, asi du = sec § tan 6,
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y v = tan ¢; entonces
/Sec36d0 =secftanf — /sec@tan29d6
= secftanf — /sec O(sec’* 0 — 1) df

=secftanf — (/sec3ﬁ—se00)

= secftanf + In |sec§ + tan 6| — /56639d9.

Por lo tanto
2/86036d9 = secftanf + In [sec 0 + tan 6| .

t 242
Como ¢ = v/2 tan 6, entonces tan § = NG y sec = il . Por lo tanto
2 42 t t? 2
/\/2+t2dt:2/sec39d9: + + ‘

Finalmente, la longitud de arco es:

v (fER [ WD

1
= §7T\/2+7T2+1n <7T+\/2+7r2> — §ln2.

2. Hallar la longitud de arco de la trayectoria o(t) = (2t,¢?logt), entre los puntos (2,1,0) y
(4,4,log 2). (Aqui el libro utiliza log para logaritmo natural, se ha mantenido a pesar que en
las respuestas se a usado In.)

Solucién: Observe que los puntos dados se obtienen en ¢ = 1 (pues (1) = (2,1,0)) y en

t =2 (pues o(2) = (4,4,In2)). La derivada es ¢'(t) = (2 2t, 1) y su rapidez es

/ 44t + 42 4+ 1 (2 +1)2 2241

Luego, la longitud de arco es

222 1 2
L:/ tt+ dt:/ (2t+ )dt—t2+1nt =4+In2—-1—-In1=3+1n2.
1 1
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Ejercicios propuestos

1. Determine la longitud de arco de la trayectoria o(t) = (12¢,5cost,3 — 5sent) desde t = 0
hasta ¢t = 2.

2. Determine la longitud de arco de la trayectoria o(¢) = (¢, 2¢,3t) desde ¢t = 0 hasta ¢t = 2.

3. Determine la longitud de arco de la trayectoria o(t) = (4cost,4sent, 5t) desde t = 0 hasta

t=m.

4. Determine la longitud de arco de la trayectoria o(t) = (cos®t, 0, cos® t) desde el punto (1,0, 1)
hasta el punto (—1,0, 1).

4.3 Campos vectoriales

Bésicamente esta seccion se dedica a dos conceptos:

e Campo vectorial: es una funcién F' de un subconjunto de R" en R™.

e Linea de flujo: si F' es un campo vectorial, una linea de flujo para F' es una trayectoria o(¢) tal
que o'(t) = F(o(t)) (la velocidad de la trayectoria es producida por F).

Las explicaciones geométricas que proporcionan los autores resultan bastante clarificadoras.

Un aspecto importante a considerar es que un campo vectorial /' en R" estd formado por n
campos escalares; es decir n funciones de R" en R.

Por ejemplo, si F': R* — R3 con F(z,y,2) = (z + y*, y + 2, 2 + x*), entonces esta formado por
3 campos escalares (de R? en R):

F1<$>yaz):$+f927 F2($7?J72'):?/+2’27 F3(5E,y72):2’+$2~
El campo vectorial F' cuyas componentes son Fy, Fy, F; se escribe como F' = (Fi, Fy, F3) o,
utilizando la base canénica de R?, como F = Fyi + Fy j + Fs k.
Algunos conceptos sobre campos vectoriales fueron estudiados en el curso de Anélisis Real.

Los ejercicios recomendados para esta seccion son todos.
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Ejemplos resueltos tomados de la lista de ejercicios, de las pagina 285 y 286 (272-273)

1. Sea c(t) una linea de flujo de un campo vectorial gradiente /' = —VV. Demostrar que
V(c(t)) es decreciente como funcién de t.

Solucidn: Si ¢(t) es una linea de flujo de F' = —VV, entonces, por definicién,

d(t) = F(c(t)) = =VV(c(?)) (13)

Sea f(t) = V(c(t)), se calcula su primera derivada:

f'(t) =VV{(c(t))-(t) porlaregladelacadena
—F(c(t)) - ¢(t) por la definicién de F
—d(t) - () por (13)

=—|I®|? por definicién de norma

Dado que —||¢(¢)|* < 0, se concluye f'(t) < 0y, por lo tanto, f(t) = V(c(t)) es decreciente.

2. Mostrar que o(t) = (e*,log |t|, 1) es una linea de flujo de F(z,y, z) = (2z, z, —2%).

Solucién: Primero se calcula la derivada de o

Ahora: . L
F(O'(t)) = F (€2t, ln ‘t’, E) = (2€2t, g, _t_Q)

Dado que ¢'(t) = F(o(t)), se concluye que o es una linea de flujo para F.

Ejercicios propuestos

1 1 1
2—t'3—t'4—1t

1. Pruebe que la trayectoria c(t) = ( ) es una linea de flujo del campo vecto-

rial F(z,y,z) = (27,97 2%).

2. Determine los valores de q, b y ¢, tales que la trayectoria o(t) = (e, bt™!, e”) sea una linea
de flujo de F(z,vy, 2) = (2z, 3y?,42).

3. Determine las lineas de flujo de F'(z,y, 2) = (z,y, 2).
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4.4 Rotacional y divergencia

En esta seccién se proporciona la definicién de dos operadores para campos vectoriales y se prue-
ban dos propiedades importantes de ellos. Si F' = (F}, Fy, F3), estos operadores se definen ast:

e Rotacional:

0F;  OFy\ . oF,  0Fs\ . 0F, 0F
F = F=—"—-— _—— —_—
ot Vo (8y 8z>z+(8z 81:)j+(8x Gy)k

e Divergencia:

oFy, 0F, OF
1, 9f O

ivF=V.F=
div v ox dy 0z

Observe que el rotacional es un campo vectorial, mientras que la divergencia es un campo

escalar.

Ademds, se dice que un campo vectorial es irrotacional si su rotacional es (0, 0,0) y es incompre-

sible si su divergencia es 0.

Los ejercicios recomendados de esta seccién van del 1 al 16 y del 21 al 33.

Ejemplos resueltos tomados de la lista de ejercicios, paginas de la 302 a 1a 305 (286 a 1a 288)

1. Calcular el rotacional y la divergencia de F'(z,y, z) = (2* + y* + 22)(3i + 45 + 5k).

Solucién: Observe que F(z,y,z) = (32% + 3y? + 322, 42% + 4y* + 422 522 + 5y* + 52?), esto
da, de modo més evidente, los componentes de F'. Se tiene que:

_ (0 s o 2 oy 9,9 2 2 ) -
rot F' = (ay(Sx + 5y° + 527) 82(49[; + 4y +427) | i

0z ox

+ (3(3:@2 + 3y* + 32%) — 3(5332 + 5y° + 522)) j
) ;

+ (%(4202 + 4y? + 42%) — (%(33;2 + 3y* + 32%)
= (10y — 8z2)i + (62 — 10x)j + (8x — 6y)k
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0 0 0
div F = ——(32% + 3y + 32°%) + — (42® + 4y* + 42%) + —— (52 + 5y* + 52%)

or dy 0z
= 6z + 8y + 10z.
2. Sea F(z,y,z) = (3z%y,z* + y*,0).
(a) Comprobar que rot F' =0
(b) Hallar una funcién f talque Vf = F
Solucién: 5 5 5 5 5 5
F o= (2023 it [ L2 — Zo0) i [ Lt — (32
) rot <8y0 aZ(:L" +y )) i+ (82(31’ ) (%O)] + (ax(az +y°) 8y(3x y)) k
= 0i + 05 + (322 — 322)k = (0,0,0)
. of of of
— 2 .3 .3 0~ (L 9L 91 :
b) Para que F' = V f, es necesario que (3z°y, 2> + y°,0) = ((%’ 3y’ 82) y, por lo tanto:
Of _ 02 Of _ 5 5 Of_
ax—Bx , ay—:c +v°, 82_0'

En el primer caso, al integrar respecto a z se obtiene f(x,y, z) = 2*y + C(y, z), donde C(y, 2)
es un término que depende de y y de z.

1
Al integrar la segunda igualdad con respecto a y, se obtiene f(x,y, z) = 2%y + 1 y*+ D(z, 2),
donde D(z, z) es un término que depende de z y z. Finalmente, se integra en la tercera igual-
dad con respecto a z y se obtiene f(z,y,2) = E(z,y) (es decir, f no depende de z). Segtun

esto, se puede tomar f(z,y,2) = 2’y + Zy4'

3. Verificar que F' = y(cosx)i + z(seny)j no es un campo gradiente.

Solucién: Para que fuera un gradiente debe existir una funcién f(x,y) tal que Vf = F; es
decir, tal que

of _
or

y(cosz), —=— = z(seny).

0y

Pero integrando en el primer caso con respecto a = y en el segundo con respecto a y se
obtendria:

flz,y) = y(senz) + A(y), f(z,y) = —x(cosy) + B(z).

Como A(y) solo depende de y, pero el término —z(cos y) depende de z y de y, no hay manera
de obtener f enla forma f(z,y) = y(senz) + A(y); es decir, F' no es un gradiente.
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Ejercicios propuestos
En los ejercicios 1 a 3, calcule el rotacional y la divergencia del campo vectorial dado.
1. F=e™ite™j+e"k
2. F=(e"seny)i+e“cosyj+k
3. F=ay?i +y2?j+ 22%k
4. Para F =zyi+yzj+22kyG=xi+yj— zk, calcule div(F x G).
5. Sea A un vector constante y R = xi + y j + z k. Pruebe que rot(A x R) = 2A.

6. Sea A un vector constante y R = zi + y j + z k. Pruebe que div(A x R) = 0.
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Capitulo 5. Integrales dobles y triples

5.1 y 5.2 Integral doble sobre un rectingulo

Recuerde que, en el caso de funciones de una sola variable, la integral definida, sobre un intervalo
cerrado de la recta real, de una funcién f es "el drea bajo la curva" (si la funcién es positiva en ese
intervalo). La integral doble considera funciones de dos variables y ya no se integra sobre un
intervalo sino sobre una regién en el plano; la integral doble (de una funcién positiva) sobre una
region es el volumen del sélido bajo la superficie que representa la funcién. En la seccién 5.1 se
exponen tales ideas.

Posteriormente, se enuncia el principio de Cavalieri que establece lo siguiente:

Si el drea de la seccion transversal de un cuerpo sélido, medida a una distancia = de un

plano de referencia, es A(z), entonces el volumen del s6lido estd dado por la expresion
b
V = [ A(z)dz, donde a y b son, respectivamente, la distancia minima y méxima a

partir del plano de referencia.

Este principio lleva a un método para calcular integrales dobles cuando la regién de integra-
cién es rectangular. En este caso, la integral doble sobre tal tipo de regién se reduce al calculo de
integrales iteradas; esto es, el calculo de dos integrales definidas en una variable.

Una integral iterada es una integral del tipo

/a b { / " fy) dy} dz, (14)

en la que, para su cdlculo, se integra primero la integral de "adentro", considerando la funcién
solo como funcién de y (esto es, la x se comporta como constante al momento de efectuar la
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integral). Una vez que se ha calculado la integral de adentro, queda una sola integral en funcién
de z. Hemos dicho que se integra primero con respecto a y y luego con respecto = porque asi esta
escrito en (14), pero puede ser al revés, si asi lo indica una expresién como la siguiente:

/cd Mbﬂx,y) da:] dy,

Observe que en ésta, "adentro” aparece dx y afuera dy, al contrario de la anterior. En sintesis,
cudl integral se realiza primero depende de qué diferencial aparezca "adentro".

Asi, la integral doble de f(x,y) sobre la regién rectangular R = [a,b] X [c, d] es:

/ F(z,y) dxdy—/a [/ f(x,y)dy} dz.

En la seccién 5.2 se formaliza lo expresado en la seccion introductoria. Es importante com-

prender los teoremas aqui enunciados, pero no nos preocuparemos por sus demostraciones.

El teorema de Fubini reafirma lo indicado en la seccién anterior con respecto a la forma como
se calcula una integral doble cuando la regién de integracién es rectangular; esto es, establece la
igualdad entre la integral doble y la integral iterada correspondiente.

Se recomienda hacer los ejercicios de la seccién 5.1 del 1 al 7. Y de la seccién 5.2 del 1 al 10.

Ejemplos resueltos tomados de la lista de ejercicios, paginas de la 317 a 1a 318 (300 a 1a 302) y
de 1a 330 a 1a 331 (313-315)

1 1
1. Calcular la integral / / (z*y + v?) dydz.
-1Jo

Solucién: Note que, el diferencial que aparece adentro es dy por lo que primero se integra
con respecto a y, considerando x como una constante; luego se procede con la integral que
queda (con respecto a x):

1 1 1 1 1 . 1
/ / (zy + ?) dydr = / {—x‘ly? + —ys} dx
—-1J0 -1 2 3 0
L7 1 1 11" 13
—/ —xt ) de= | =2+ x| =—.
1\ 2 3 10 3 1., 15

Como puede ver, se supone que usted maneja todos los elementos necesarios para el célculo
de las integrales en una variable. Si no es asi, repase sus materiales del curso Calculo Inte-
gral.
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2. Usando el principio de Cavalieri, calcular el volumen de la estructura mostrada en la figura
5.1.11, péagina 317; cada seccion transversal es un rectdngulo de longitud 5 y ancho 3.

Solucién: Para calcular el volumen de la estructura, observe que cada seccién transversal es
un rectdngulo de 5 de largo por 3 de ancho, de modo que A(z) = 15 (el drea del rectangulo
que corresponde a la seccién transversal). Si se toma como plano de referencia la base de la
estructura entonces la distancia minima es 0 (la base estd sobre el plano) y la méxima es 7

(la altura de la estructura), de modo que el volumen de la estructura es (segtin el principio

7
de Cavalieri): V = / (15)dx = 152 |) = 105 — 0 = 105.
0

3. Evaluar la integral doble // (|y\ cos %m’) dydz, donde R = [0,2] x [—1,0].
R
Solucién:

En la region propuesta se tiene que y < 0, por lo tanto |y| = —y; entonces

1 2 0 1
// (|Z/|COS —7795) dydx :/ / (—ycos —mc) dydzx
R 4 0 -1 4

= / {——yQ cos Ex} dx

0 2 4],
271

= /0 (5 CoS %x) dx

2 r |P 2

_ - < T 0)_2
—ﬂsen4x = sen2 sen =

0

4. Evaluar la integral [ [, sen(z + y) dz dy, donde R = [0,1] x [0, 1].

Solucidon: De acuerdo con el teorema de Fubini:

//R sen(z + y) dedy

1 1
= sen(z + y) dxdy
o Jo

— /01 [— cos(z + y)](l) dy

- /0 (—cos(1 +y) + cos(y)) dy

= [—sen(1 + y) + sen(y)],

= —sen2+senl+senl —sen0

= —sen?2+ 2senl.

UNED Acortando distancias



32 GUIA DE ESTUDIO: CALCULO SUPERIOR

5. Calcular el volumen del sé6lido acotado por el plano xz, el plano yz, el plano zy, los planos
x =1,y =1,y lasuperficie z = 2% + y*.

Soluciéon

La proyeccién del sélido sobre el plano zy es el rectangulo R = [0,1] x [0, 1]; entonces, el
volumen bajo la superficie es

1 1
/@%yﬁmw=/ /@%y%m@
R 0 0
1 1 1
:/ [—x?’%—azy‘l} dy
0 3 0
1
1 4
= - d
f, Gt

B 1+151_1+1
BRI

Ejercicios propuestos
En los ejercicios 1 a 4 calcule la integral doble de f(x,y) dada sobre el rectangulo R.
L f(z,y) = (2 +y)*, R=[-1,5] x [3,7]
2. f(z,y) = 2%ye™, R=10,1] x [0,1]

3. f(z,y) =x cos(2r —y), R=1[1,2] x[3,4]

1

4. f(z,y) = oty =37

R=1[2,3] x [2,3]

5.3 Integral doble sobre regiones mas generales

En las secciones anteriores se defini6 el concepto de integral doble de una funcién de dos variables
sobre regiones rectangulares; en esta secciéon este concepto se amplia para definir una integral
doble sobre otro tipo de regiones en el plano. Si f es la funcién dada y D es la regién, lo anterior
se logra considerando un rectdngulo R que contenga a la region D y definiendo una funcién nueva
g que sea igual a la funcién dada dentro de la regién e igual a 0 en toda la parte del rectdngulo
que queda fuera de la regién. La integral doble de la funcién dada f, sobre la regién D, se define
como la integral doble de la nueva funcién g sobre el rectdngulo R.
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Esta definicién sirve para formalizar el concepto pero, en la préctica, el cdlculo de integrales
dobles en general se reduce a calcular integrales iteradas en el sentido establecido por los teoremas
4y 4.

Al establecer la o las integrales iteradas que corresponden a una integral doble se debe te-
ner mucho cuidado con los limites de integraciéon. Algunas consideraciones al respecto son las
siguientes:

e Recuerde que los limites de integracion de la integral de "afuera” corresponden a la variable
cuyo diferencial aparece segundo (a la derecha) en el integrando; desde luego, los de la de
"adentro” corresponden a la variable cuyo diferencial aparece primero en el integrando.

e Los limites de integracion de la integral de afuera tienen que ser constantes.

e Los limites de integracion de la integral de adentro pueden ser constantes o variables, pero
si son variables solo pueden depender de la variable cuyo diferencial aparece segundo en
el integrando. Por ejemplo si el integrando es f(z,y) dzdy, los limites de integracién de la
integral de adentro solo pueden depender de la variable y pues el segundo diferencial es dy.

e Puede aprenderse cudles son los tipos de regiones elementales que se presentan, pero lo
importante es comprender de qué manera se seleccionan los limites de integracién de las
integrales iteradas. Para seleccionar tales limites es muy conveniente realizar un dibujo
adecuado de la regién de integracion.

b r(y)
e Cuando se tiene una integral iterada como / / f(z,y) dx dy, se considera que la region
a Joly)

de integracion es D = {(z,y)|a <y < b, ¢(y) <z < 9¥(y)} o, viéndolo geométricamente,
que la regién estd constituida por los puntos (z,y) tales que la y varia desde y = a hasta
y = by la x varia desde la curva = = ¢(y) hasta la curva = = ¢ (y).

En los ejercicios que se resuelven a continuacién se detalla estas indicaciones.

Finalmente, aunque la integral doble (de una funcién positiva) se interpreta geométricamente
como el volumen bajo una superficie sobre la regién de integraciéon D, es muy til para calcular
areas de regiones planas. En efecto, el drea de la region D viene dada por:

A(D) = //D dady,
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donde / / dxdy es lo mismo que / / 1 dzdy (la integral de la funcién constante f(z,y) = 1).
D D

Los ejercicios recomendados de esta seccién son del 1 al 16.

Ejemplos resueltos tomados de la lista de ejercicios, paginas de la 337 a la 338 (321 a 1a 322)

0 2v/1—z2
1. Trazar la region de integracion D y evaluar la integral iterada: / / xdydx.
-1Jo

Solucién: Para trazar la region, lo mas conveniente es decidir
primero cudles son las curvas determinadas por los limites de in-
tegracion variables. En este y varia entre las graficas de las curvas
y =0,y = 2v/1— 22 La primera de ellas es la recta y = 0; para
visualizar mejor la segunda se elevan ambos lados al cuadrado y
se obtiene y* = 4(1 — 2?) y esto es equivalente a 2% + 1y2 =1.La
segunda curva es un arco de una elipse. Este arco estd determi-

nado por los valores entre los que varia la z; estossonz = —1y
x = 0, tal como se observa en la figura adjunta. Figura 3: Regi6n de integracion.
En la figura, se han dibujado la elipse completa; el arco correspondiente a

y =2v/1— 22 con x € [~1,0] es el que aparece con trazo sélido.

La otra parte del ejercicio es calcular la integral:

0 p2v/I—a? 0
/ / rdydx :/ [xy] 2V dw
-1Jo -1

:/_iZ:c\/(l—TQ)dx:—/ol\/ﬂdu:—g(\/ﬂ)g :—g.

0

Nota: Para calcular la integral / 2x4/(1 — 22) dx se realizé el cambio de variable
-1

u=1—2% Porlotanto, —du =2zdzx.Sizr=—-1=u=0;siz =0=u = 1.

2. Calcular / / (z* + y?)dzdy, donde D est4 acotada por la parte positiva de los ejes z, y (esto
D

quiere decir que estd en el primer cuadrante) y la recta 3z + 4y = 10.

Solucién: Primero se dibuja la regién de integracion. Para ello se determina en qué puntos
corta la recta dada a ambos ejes.

e Para saber dénde corta al eje x se hace y = 0, entonces 3z + 4 - 0 = 10y, por lo tanto
10

T = .

3
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e Para saber dénde corta al eje y se hace + = 0, entonces 3 - 0 + 4y = 10y, por lo tanto

b}
Y=
2
Lo anterior produce la regiéon sombreada en la figura. Note que x varia entre 0 y —; si se
toma un valor z, cualquiera en ese intervalo y se consideran los puntos (zy, y) en la regién,

verd que la y viaja desde 0 hasta la recta dada. Despejando y en la ecuacién de la recta se

. 5 .
obtiene y = 5~ guesto dice que

I
o\_>
W
| — |
&
o
<
_I_
Wl
<
o
o
i
QU
&
(Y

L (GG

C[F (125, 57, 125 75 ;
B 0 51: B ax + 24 1_6x v Figura 4: Domino de
10 integracion.
125 4 or 4, 125 I 15625
= =T — —T— =X = —
96 256 24 32 |, 1296

3. Hallar el volumen de la region dentro de la superficie z = 22 + y?, entre z = 0 y z = 10.

Solucién: Si se sustituye z = 10 en la ecuacién original se obtiene 2% + y? = 10, de modo
que su seccion transversal en el plano z = 10 es la circunferencia 2* + y* = 10, z = 10.
De acuerdo con esto, la proyeccion de la superficie indicada, sobre el plano zy es el circulo
D = {(z,y)|2* + y* < 10}. Entonces, el volumen bajo S : 2z = 22 + y? estd dado por
Vs = / /D (z* + y?) dy dz. Pero nos estan pidiendo el volumen de lo que estd debajo de la
gréfica. Si esta se considera determinada por el plano z = 10, el volumen del sélido bajo
esta superficie C, sobre D, es Vo = 10dy dx. Observe que el sélido que el ejercicio esta

D
considerando esta contenido entre las superficies C'y S.
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Figura 5: Célculo de volumen interno.

Por lo que su volumen sera

V:VC—VS://10dydx—//x+y dydx—// (10 — 2% — y?) dy dx
V10—z2 V10 1 10—z2

/ / (10 — 2 —y)dyd:c—/ {10y—:cy——y} dx
—V10—22 —V10 37 | viow2

:/ 3(10—x)%d:c:507r
VT

Ejercicios propuestos
2V3
1. Dibuje la regién de integracion y calcule / / dx dy.
0 1y2

2. Calcule // (x — 2y) dy dz, donde D es el tridangulo de vértices (0,0), (2, 1), (4,4).
D

3. Calcule / / 4z dy dz, donde D es la region acotada por y = 4 — 22, y = 3z, 2 = 0.
D

4. Determine / / 1222¢" dy dx, donde D es la region del primer cuadrante delimitada por las
D
curvasy = 23,y = .
5. Calcule el volumen bajo la superficie z = x+y+2 sobre la regioén acotada por la curva y = z?
y por larecta y = 2.
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5.4 Cambio en el orden de integracion

En esta seccion se expone una técnica que en ocasiones permite simplificar el cdlculo de una
integral doble y se enuncia el teorema del valor medio para integrales.

Cambio de orden de integracion: Si la primera variable con respecto a la que vamos a integrar es
x, es posible cambiar los limites de integracion de la integral iterada correspondiente e integrar
primero con respecto a y (también vale a la inversa: pasar de integrar primero con respectoa y a
integrar primero con respecto a ). Hay que tener el cuidado de que los nuevos limites de inte-
gracion describan exactamente la misma region que los dados originalmente. Observe que puede
suceder, al cambiar el orden de integracién, que haya que partir la regiéon dada en subregiones
para que se satisfagan las condiciones indicadas en la seccién anterior.

Por ejemplo, en la regién sombreada en la figura, si se

integra una funcién f primero con respecto a y se tendria

1 2—x
/ / f(z,y) dy dz, mientras que si se hace primero con res-
0 T

pecto a x, habrd que partir la region de integracién para que los li-
mites de las integrales de afuera queden constantes; en este caso,

la integral doble se convertiria en

1 ry 2 pr2—y Figura 6: Cambio en el
[(z,y)dxdy + f(z,y)dxdy orden.
o Jo 1 Jo

Existen al menos dos razones por las que, algunas veces, se debe cambiar el orden de integra-

cién:

1. Para simplificar los limites de integracién o el calculo mismo de la integral.

2. Porque en la forma que estd propuesta la integral no se puede realizar el cdlculo y éste si se
logra al hacer el cambio en el orden. Vea la solucién del primer ejercicio que se expone maés
adelante.

Teorema del valor medio para integrales: Aunque el interés primordial en esta seccién es el cam-
bio de orden de integracién, es conveniente que usted comprenda este teorema, aunque NO se
utilizard muy a menudo.

El teorema establece, bajo las hipétesis adecuadas, que existe un punto en la regiéon D tal que
la integral doble de f sobre la regién D es igual al drea de D por la imagen de ese punto.
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Los ejercicios recomendados en esta seccion van del 1 al 15.

Ejemplos resueltos tomados de la lista de ejercicios, paginas de la 343 a la 344 (326 a 1a 327)

4 2
1. Calcular la integral iterada / / e da dy.
0 /3

Solucién: En este caso los limites de integracién son "simples", sin embargo, primero es ne-
cesario calcular la integral [ ¢** dz. Resulta que esta integral no es determinable en términos
de funciones elementales; esto es, no existe ninguna técnica que permita conocer, de forma
explicita, una primitiva. No es posible realizar los calculos tal como estd expresada la inte-
gral. Sin embargo, si la integral de adentro fuera [ e** dy, esta si se podria realizar, puesto
que, como ¢’ no depende de y, entonces [ e** dy = ¢*’y. Lo anterior elimina el problema en
la primera integracién, pero habria que ver si el problema se resuelve por completo. Esto es
precisamente lo que se hara a continuacion:

Enla figura se representa la region de integracién. Al cambiar el orden, los limites constantes
deben corresponder a z; estos son: x = 0 y = 2. Mientras tanto, para los puntos (z,y) en
la regién, con = € [0, 2], el valor de y variaentrey =0y y = 2z.

Asi, se tiene que: /| S

42 2 (2w
/ / e’ dxdy:/ / e’ dydx
0o Ju 0o Jo
2 2 2 2 2
:/ [ew y] d:v:/ 2ze” dx
0 0 0

2

— | =e'— 1.
0
— xT

Observe que al hacer el cambio, tanto la primera como la segunda in- 2
tegral se hacen calculables. Figura 7: Region de

integracion.

1 sen x
2. Mostrar que —(1 —cos1) < // ————drdy < 1.
ey 01]x[01] L+ (zy)?

Solucién: La idea es encontrar una funcién g y una h tal que, en la regiéon considerada

sen &
< — < h(x, ademas,
S Ty S (z,9)y

1
// g(x,y)drdy = =(1 — cos 1), // hz,y)dedy = 1.
[0,1]x[0,1] 2 [0,1]x[0,1]

(D =10,1] x [0,1]), se tenga que g(z,y)

UNED Acortando distancias



GUIA DE ESTUDIO: CALCULO SUPERIOR 39

1 1
Si observa detenidamente, se dard cuenta que 5(1 —cosl) = / / —senzdxdyy que
[0,1]x[0,1]
.o . - 1 sen x .
1 = ldxdy. Asi, si es posible verificar que —~senxz < — < 1,se habra
0,1)x[0,1] 2 1+ (zy)

probado lo que se solicita.

En efecto, 0 <2 <1y 0 <y <1, porlo tanto (zy)* < 1y, entonces 1 + (zy)* < 2. De aqui,

1 1
- < ———— vy, multiplicando por ue es no negativo para x € |0, 1]), se tiene
2 S T (ay)t YV ultip por senz (q gativo para z € [0,1])

1 < sen

—senxy < ————.

2 T 1+ (ay)

Por otra parte, senz < 1, entonces, sumando (zy)* (que es no negativo) al lado derecho:
senz < 1+ (zy)*y, dividiendo por 1 + (xy)*, se tiene

sen 1
L+ (zy)t
Se concluye que
1 sen
—senz < ——— <1
2 1+ (zy)?

como se queria verificar.

Ejercicios propuestos

1.

Dibuje la regioén de integracion y calcule la integral de dos maneras; en el orden en que se
3y+2

1
da y cambiando el orden de integracion: / / dx dy.
—2Jy

2+4y

3 Va—y
. Dibuje la region de integracién y cambie el orden en / / f(x,y) dx dy.
0 Jy

2 6—x
. Dibuje la region de integracién y cambie el orden en / / f(z,y)dydx.
-3 fL'2

. Dibuje la regién, cambie el orden de integracion y evalde:

1 py 2 r2-y
/ / (2% + y?) dx dy + / / (2% + y?) dx dy.
o Jo 1 Jo

. Dibuje la regién y cambie el orden de integracion:

/12 /:3‘70(33’5”) dydm*/;/:f(x,y) dy da.
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5.5 La integral triple

En esta seccién se define la integral triple. Consiste en integrar una funcién de tres variables
f(z,y,2) sobre una regién que corresponde a un sélido en R?. De acuerdo con el teorema de
Fubini, una integral triple se calcula mediante integrales iteradas, comenzando de adentro hacia
afuera. En este caso, se deberdn realizar tres integrales unidimensionales: una con respecto a z,
otra con respecto a y y otra con respecto a z; el orden depende de cémo se determinen los limites
de integracion. Algunas indicaciones anélogas al caso de integrales dobles:

e Los limites de integracién de la integral de "afuera" corresponden a la variable cuyo dife-
rencial aparece tercera (a la derecha) en el integrando; los de la integral del "centro” corres-
ponden a la variable cuyo diferencial aparece segundo (en el medio) en el integrando.

e Los limites de integracion de la integral de afuera tienen que ser constantes.

e Los limites de integracion de la integral del medio pueden ser constantes o variables, pero
si son variables solo pueden depender de la variable cuyo diferencial aparece tltimo en el
integrando. Por ejemplo, si el integrando es f(z,y, ) dvdydz, los limites de integracién de
la integral del medio solo pueden depender de la variable z, pues el tercer diferencial es dz.

e Los limites de integracion de la integral de adentro pueden ser constantes o variables. Si son
variables pueden depender de una o de las dos variables cuyo diferencial aparece segundo
o tercero en el integrando. Por ejemplo, si el integrando es f(z,y, z) drdydz, los limites de
integracion de la integral de adentro pueden depender de la variable y, de la z o de las dos.

e Para seleccionar los limites de integracion es conveniente esbozar la regién de integracion.

5(zyy

b () )
e Cuando se escribe una integral iterada como / / / f(z,y, 2) dz dy dx, se considera
a Jo(x) Jy(zy)

que la region es W = {(z,y,2)|a <z < b, ¢(z) <y < Y(x),y(x,y) < z < §(z,y)} o,
viéndolo geométricamente, decimos que la regién estd constituida por los puntos (z,y, 2)
tales que la « varia desde = a hasta x = b, la y varia desde la curva y = ¢(z) hasta la curva
y = ¢(x) y la z varia desde la superficie = = y(z, y) hasta la superficie z = §(x, y).

Finalmente, recuerde que la integral triple sobre S:
/ / / dr dy dz
s
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corresponde al volumen del s6lido S. Asf, si se quiere calcular el volumen del sélido determinado
por la interseccion de las superficies z = x?+y? (paraboloide) y z = /1 — 22 — y?+1 (semi cdscara
esférica) que estd representada a la izquierda en la siguiente figura.

Figura 8: Volumen de un sélido.

Lo que se hace para determinar los limites de integracion es proyectar la superficie sobre el plano
xy, que como se puede apreciar en esta figura, se obtiene un circulo de radio 1. Con esto, se
determina que los valores de z estdn en el intervalo [—1,1], los de y varian entre las graficas

y=+vV1—a2yy=—v1—a?ylosvaloresde zentre z = 2> + 4’y 2 = /1 — a2 —y> + 1.

Los ejercicios recomendados en esta seccién comprenden toda la lista.

Ejemplos resueltos tomados de la lista de ejercicios, paginas de la 354 a la 355 (346 a la 347)

z

1. Calcular / / / (1—2%)dz dy dz, donde W es la pirdmide con
w

vértice superior en (0,0, 1) y vértices de la base en (0,0, 0),
(1,0,0), (0,1,0) y (1,1,0).

Figura 9: Regién de integracién
triple.
Solucién: En principio se puede ver en la figura adjunta que x varfaentrez = Oy z = 1

y que los correspondientes valores de y varian entre y = 0 y y = 1. Pero, ;qué sucede con
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. . 1 .
z? Observe que si se toman, por ejemplo, los puntos de la forma | 0, 5 %) en la region,

1
entonces los valores de z varian desde z = 0 hasta aquellos que hacen que | 0, 372 estén
en el plano sefialado con () en la figura. Por otro lado, si considera los puntos de la forma
1
(5, 0, z) , estos van desde z = 0 hasta el plano sefialado con ).
Esto indica que hay que dividir el sélido en al menos dos partes, y asi determinar los limites
de integracion.

Dado que la proyeccion de la interseccion entre ambos planos ((D y @) sobre el plano zy es
el segmento de recta de extremos (0,0,0) y (1,1, 0), entonces el s6lido puede partirse con el
plano que contiene ese segmento de recta y que cae perpendicularmente sobre el plano xy.
Esto produce dos sélidos W; y W5 y la integral sobre I es igual a la suma de las integrales
sobre Wy y Ws.

Se sabe que la recta que pasa por (0,0,0) y (1,1,0) tiene como ecuacién y = z, z = 0. El
plano (D), que contiene los puntos (1, 1,0), (0,1,0) y (0,0, 1) tiene por ecuaciéon z = 1 —y. Y
el plano @), que contiene los puntos (1,1,0), (1,0,0) y (0,0, 1) tiene por ecuaciéon z = 1 — x.

El s6lido W, esta formado por los puntos (z,y, z) tales que x varfade x = 0 a z = 1; y varia
dey=zay =1 zvarfadez =0az =1—y. El sélido W, estd formado por los puntos
(x,y,2) tales que x varfade s = 0axz = 1, yvarfadey = 0ay = z; z varfade z = 0 a
2z =1 — x. De acuerdo con esto:

/// (1—2%)dx dydz:/// (1—2%)dx dydz—l—/// (1 — 2% dx dydz
w Wy Wa
1 1 1-y 1 T 11—z
:/ / / (1— 2% dzdydz + / / (1 — 2% dzdydx
0o Jz Jo o Jo Jo
1,1 1 1-y 1,1 1 -z
/ / [z— 23] dyd:c—i—/ |:Z—Z3:| dy dx
0 0 0 3
1l o/g " 1
// (—y—i— y)dydx—i— (—x+ x)dydx
0 Jz 3 0o Jo 3
/12 13 4 d:c—l—/lQ :1:2—1—1373 xdw
N 12y g/ YTy

0
/1
0

E

52 13 1y, g s 1,
- _Z _ d Zr— Z
(12 37 12x>x+/0 <3x x—i-gx dx

14151 1514121

t

:Ex—gx +ﬁx—@ +ﬁaﬁ—1$ +3x0
_ 3.3 _3
20 20 10
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2. Hallar el volumen del s6lido acotado por las superficies 22 +2y* =2, 2 = 0y z +y + 2z = 2.

Solucién: Note que z varia de —v/2 a /2 (se obtiene haciendo y = 0 en la primera superficie).

1
Al despejar y en la ecuacién 22 + 2y* = 2 se obtiene y = £4/1 — 5:(:2, por lo tanto y varfa

1 1
dey = —/1— 5:1:2 ay=4/1- 5352. Al despejar =z de la ecuacion x + y + 2z = 2 se obtiene

1
z=1- 3T =5V de modo que z variadez =0az =1— 3%~ ¥ Asf, el volumen pedido es

V2 \/@ 1—%x—%y
V= / / / dz dy dx
V2 J—y/1-1a2 Jo
V2 py/1-1a? 1 1
= l——z— -y | dydx
V21T 2 2
V2 1 1 =322
= / {y — 5%~ Z_lyﬂ dx
—V2 —y/1-1a2

v [ 1
:/ (2 —2)4/1 = =22de = V2.
) 2

Para ésta tltima integral se toma la sustitucion » = v/2sen(f) y el integrando es la expresion
(2 — v2sen(#))v/2 cos?(f), y como = varia en [—+/2, /2] entonces 6 pertenece a [—g, g} :
3. Hallar el volumen de la region acotada por z = 2? + y? y z = 10 — 2% — 2y°.

Solucién: Para ver como se proyecta el sélido sobre el plano xy, se determina la interseccion
entre ambas superficies; como z estd despejada en ambas ecuaciones entonces:

2?24 y? =10 — 2% — 22
Esta ecuacion es equivalente a 222 + 3y* = 10; asi, la proyeccion de la interseccion del sélido
sobre el plano zy es la region eliptica formada por los puntos (z, y) tales que 222 + 3y? < 10.
Asi, se tiene que x varia de z = —+/5 a 2 = /5 (estos valores se obtienen al hacer y = 0 en la

1 1
ecuacion de la elipse), y variade y = — 5(10 —2x%)ay =4/ 5(10 — 222) (esto se obtiene al

despejar y en la ecuacion de la elipse), z vade z = 22 + y* a z = 10 — 2 — 2y? (estas son las
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ecuaciones de las superficies dada). Entonces, el volumen del sélido es

% (10— 2x2 10—xz2—2y2
/ / / dz dy dz
1 (10 2x2) 2442

\/_\/5 2
/ / 10 — 2% — 3y2) dydzx

\/_m
V5—a?
:/ [10y 22%y — y]\/\;_f/wd

\f/ (5 - 5¢°) V5= s = 2o

Aqui otra vez hay que hacer una sustitucién trigonométrica adecuada.

4. Sea W la region limitada por los planos z = 0,y = 0, z = 0,
r+y=lyz=a+y,

(a) Hallar el volumen de W'

(b) Calcular / / / x drdydz.
w

(c) Calcular / / / y dxdydz.
W

Solucién:

Figura 10: Regién para el

ejemplo 4.

(a) El volumen de W es:

1 11—z T+y 1
:// / dzdydr = =
0o Jo 0 3
1 11—z 4y
/// rdrdydz = / / rdzdydx
w 0 0

/ a: +:1:y dydx
0o Jo

1
/ [3723/4— xy] dx
0 0
[0
; 2:’; 2x

1
= ——g' + x

8 4

(b)

0_8'
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(©)

I
o\,\
_
Y
W =
|
DN | —
8
+
(S A=
)
w
N———
IS
8

Ejercicios propuestos

1. Evalte la integral [[[, z*ydxzdydz, donde B es el tetraedro de vértices (0,0,0), (3,0,0),
(0,2,0), (0,0, 1).

2. Calcule ([, dxdydz donde S es el s6lido acotado por el paraboloide z = z° + y*y z = 1.

3. [ s € drdydz, donde S es la region descrita por las desigualdades 0 < z < 1,0 <y < z,
0<z<x+y.

4. Calcule el volumen del sélido limitado pory =9 — 22,2 =0,z = y.
5. Determine el volumen del sélido limitado por el paraboloide 2? + 3y* = z, y por el cilindro

y? 4z =4

2 VASZE pE[orty?
6. En la integral / / f(z,y, z) dz dy dz, cambie el orden de integracion para
0o Jo 0

que las diferenciales queden en el orden dz dy dz.
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Capitulo 6. La férmula de cambio de
variables y aplicaciones a la integracion

6.1 Cambio de variables en las integrales multiples

En esta seccion se realiza un breve estudio de las funciones de R?* a R? desde el punto de vista
geométrico. En particular, se muestra como una funcién de este tipo cambia una regién del plano
en otra. Es importante leer detenidamente los ejemplos 6.1y 6.2.

Luego define dos conceptos ya conocidos para las funciones en general:

e El concepto de funcién uno a uno que no es mas que el concepto de inyectividad de funciones
ya conocido:

T es uno a uno (inyectiva) si cualesquiera dos elementos diferentes, en el dominio,

tienen imagen diferente.

e El concepto de funcion sobre, que es lo que conocemos como funcién sobreyectiva:

Todo elemento en el codominio tiene al menos una preimagen.
También es importante el teorema 1, que se refiere a un caso particular de funciones de R? a
R?%: las llamadas aplicaciones lineales, que son aquellas del tipo
T(x,y) = (ax + by, cx + dy),

donde q, b, ¢ y d son constantes. La importancia de ellas radica en que convierten paralelogramos
en paralelogramos, con correspondencia de los vértices.

Estas funciones, se estudiaron en el curso de Algebra Lineal pues resulta que estas aplicaciones
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lineales son uno a uno (y también sobre) si y solo si ad — bc = 0 (recuerde que ad — bc es el

a b
determinate )-
c d

Se recomienda realizar todos los ejercicios propuestos.

Ejemplos resueltos tomados de la lista de ejercicios, pagina de la 366 (357)

V2 V2

Solucién: Observe que T es de la forma T'(x,y) = (ax + by, cx + dy), cona = —b,a = c = d

1. Probar que T'(z*,y") = ( ) rota el cuadrado unitario D* = [0,1] x [0, 1].

1
ya= N por lo tanto es lineal. Esto significa que envia el paralelogramo D* en otro

paralelogramo. Para ver cudl es este otro paralelogramo basta calcular la imagen de los
vértices (0,0), (0,1), (1,1), (1,0) de D*; se tienen:
5)
Y 2 *
1 1

1
La imagen D de D* es el cuadrado de vértices (0,0), (——2, —2>, (0,v/2), (%, E), que

T(0,0) = 0, T(O,l):(—%,%), T(,1) = (0.3, T(1,0)=

Sl

se obtiene al rotar D* un dngulo de 45°.
2. Sea D* el paralelogramo acotado por lasrectasy = 3z — 4,y = 32,2y =2y 2y =z + 4. Si
D =[0,1] x [0, 1] encontrar 7" tal que 7'(D*) = D.
Solucién: Se define D* como el paralelogramo determinado por las rectas
1 1
Se define D = [0, 1] x [0, 1]. Se pide hallar una transformacién 7" tal que 7'(D*) = D.

Los vértices de D* estdn dados por las intersecciones de las rectas. Las rectas sefialadas con
D y @ tienen, evidentemente, intersecciéon en (0,0). Para determinar la interseccién entre

1
las rectas (D y @ se hace 5% = 3z — 4, por lo que x = 2y, sustituyendo en la ecuacién de

. . P . 8 4
cualquiera de ellas dos se obtiene que y = 3; asi, la interseccién entre ellas es <5’ 5) Pro-
: p . . L 4 12
cediendo de modo andlogo se obtiene que la interseccién entre las rectas @ y 3 es B E

. . 12 16
y la interseccion entre las rectas @ y @ es (E’ E) :
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Como T debe transformar un paralelogramo en otro, se hace 7" lineal; es decir 7" se puede
escribir como 7'(z,y) = (ax + by, cx + dy) y se encuentran los valores de a, b, c y d. Segtin lo
que el ejercicio pide, y como 7' es lineal debe enviar vértices a vértices.
L. . 4 12 12 16 8 4
e Los vértices de D* son (0, 0), (E’ E)’ (?’ 3) , (5’ g)
e Los vértices de D son (0,0), (0,1), (1,1), (1,0).
e Entonces:

7(0,0) = (0,0), T (%%) —(0,1), T (15—2 E) — (1), T (% §> — (1,0)

4 12 4 12 4 12
o T ( ) =(0,1) = (—a +—b,-c+ —d) = (0,1) y, por lo tanto:

55 5 55 5
4 12
— —b=0 15
£a + 3 (15)
4 12
—c+—d=1 16
£C + : (16)
8 4 8 4 8 4
T(=-,-)=(01 —a+ =b,—c+=d | = (1 1 :
° (5,5> ( ,O):>(5a+5b,5c+5d) (1,0) y, por lo tanto
8 4
—a+-=-b=1 17
£ + 5 (17)
8 4
—c+-d=1 18
5c+ : (18)
e Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (15) y (17) se obtiene los valores
3 1 1 1
a=_y b= ~7 Y con el sistema formado por (16) y (18) se obtiene ¢ = -7 d= 3
De todo lo anterior se concluye que la transformacién pedida es
3 1 1 1
T =|=z—y —= Zu).
(z,9) (41: FARVEa Qy)
- , . 12 16 . .
Nota: Verifique que, ademads, se tiene T’ (E’ E) = (1, 1); si esto no se cumpliera esta 7' no

funcionaria.

6.2 El teorema del cambio de variables

El tema central es el teorema 2, que se refiere a como cambia la integral si se efecttia un cambio de
variables.
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El teorema establece que si dada una funcién f : D — Ry 7" una transformacién uno a uno
de clase C" (esto es, existen las derivadas parciales y éstas son derivables) tal que T(D*) = D,
entonces 7' induce un cambio de variables en la integral y se tiene

J[ setear= [[ st v |50

du dv,

donde:

e La transformacion T se escribe como T'(u, v) = (z(u,v),y(u,v)).

0 - i i
o aEx’ y; es el Jacobiano de la transformacion 7' y se define como
U, v
ox Oz
Oz,y) | ou oo
0(u,v) %y Oy
Oou  Ov

Como caso particular se comenta, en el ejemplo 1, el cambio a coordenadas polares. Estas
son muy utiles para el cdlculo de ciertas integrales doble, especialmente cuando la regién de
integracion tiene que ver con circulos.

La transformacioén para las coordenadas polares es 7'(r, §) = (r cos 0,7 senf); es decir:
xr=rcosf, y=rsenf

y el jacobiano es r. Observe que en este caso se utiliza r y # en lugar de v y v. Comprender el
significado geométrico de estas nuevas variables, facilita determinar los limites de integracién
cuando realiza este cambio. Para un punto (z,y) en el plano sus coordenadas polares vienen
dadas por lo siguiente:

e Se sabe que r representa la longitud del segmento de extremos (0,0) y (z,y); por lo tanto
r? = \/a? + y2.
e Luego, 0 representa el dngulo entre la parte positiva del eje = y el segmento de extremos

(0,0) y (x,y); por lo tanto tan § = g
T

La transformacion inducida por las coordenadas polares transforma un circulo centrado en
(0,0), de radio a, en el rectingulo R = [0,a] x [0,27], de manera que, por ejemplo, la integral
IJ f(z,y) dz dy, donde C es la region limitada por la circunferencia de centro (0,0) y radio a se

a 2m
convierte en / / f(rcosf,rsenf)rdfdr, cuando se cambia a coordenadas polares.
o Jo
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Cambio de variables para integrales triples

También se proporciona una férmula analoga para el cambio de variables para integrales tri-

///D flz,y,2)dedydz = // . flz(u,v,w), y(u,v,w), z(u, v, w)) ‘%
donde:

ples:

du dv dw,

e La transformacién 7" se determina mediante la ecuaciones © = z(u,v,w), y = y(u,v,w)y

z = z(u,v,w).

d(z,y, z)

e ————— esel jacobiano de la transformacién 7’; y se define como
O(u,v,w)
ox Ox O
ou v Ow
Awy.2) _Now o4 o
a(u’ v, w) ou Ov Ow
9z 9z 9z
ou Ov Ow

Se consideran dos cambios de variables muy ftiles para las integrales triples.

o Coordenadas cilindricas: x = r cosf, y = rsenf, z = z; el jacobiano de estas coordenadas es 7.

El significado geomeétrico es el siguiente: dado un punto (z,y, z) en R3, r es la longitud del
vector que va de (0,0,0) a (z, y,0) en el plano zy; 0 es el dngulo que se forma (sobre el plano
xy) entre la parte positiva del eje x y el vector (x,y,0); z es el mismo z de las coordenadas
rectangulares.

o Coordenadas esféricas: v = psen¢cost, y = psengsend, z = pcos¢; el jacobiano de estas
coordenadas es —p?sen ¢ (cuando se hace el cambio de variables en la integral se escribe
p* sen ¢ pues se considera el valor absoluto del jacobiano).

El significado geométrico es el siguiente: dado un punto (z,y, z) en R?, p es la longitud del
vector que va de (0,0,0) a (z, y, 2) en el plano zy; 0 es el dngulo que se forma (sobre el plano
xy) entre la parte positiva del eje z y el vector (z,y,0); ¢ es el dngulo que se forma entre la
parte positiva del eje z y el vector (z, y, 2).

Para una descripcion detallada, y dibujos explicativos, sobre las coordenadas cilindricas y esféri-
cas vea la seccién 1.4 del texto.

En esta seccion se recomienda realizar todos los ejercicios.

UNED Acortando distancias



52 GUIA DE ESTUDIO: CALCULO SUPERIOR

Ejemplos resueltos tomados de la lista de ejercicios, paginas de la 380 a la 383 (372-375)

1. Calcular / T dydz, donde R es la region acotadaporz =0,y =0,z +y=1,v+y =4,
usando la funcion 7'(u,v) = (u — uv, uv).

Solucién: En la figura adjunta se representa la region dada
y se buscard una regién R* tal que T'(R*) = R.

La funcién 7" induce el cambio de variables dado por

T =1u—uv (19)
Y =uv (20)

El jacobiano de esta transformacion es

O(z,y) 9z Ou 1—v —u

AL B - =U— UV + uv = u. Figura 11: Regién del ejemplo 1
d(u,v) 9y 9y v u

’ ou  Ov

Enseguida de detallard como se obtiene la regién 12*. Recuerde que R estd acotada por z = 0,
y=0,z+4+y =1,z +y =4, entonces considere cada una de estas cotas:

e Cuando z = 0, sustituyendo en (19) se tiene 0 = « — uv, entonces v = 1 (el caso v = 0
no sirve porque entonces tendriamos y = 0 y el punto (0,0) no estd en R).

e Cuando y = 0, sustituyendo en (20) se tiene 0 = wv, entonces v = 0 (el caso u = 0 no
sirve porque entonces tendrfamos = = 0y el punto (0, 0) no esté en la region).

e Sise suma (19) y (20) se obtiene  +y = u, de modo que cuando z +y = 1 se tiene u = 1
y cuando x + y = 4 se tiene u = 4.

e De lo anterior, la region R* estd acotada por lasrectasv =0, v =1, u =1y u = 4.

Como u es positivo en la regiéon R*, entonces |u| = u y se tiene que

1 1 1 4
// dydx:// —ududv:/ / du dv = 3.
RTTY R U o J1

2. Sea D el disco unitario. Expresar [, (1+a2+y?)?dazdy como una integral sobre el rectingulo

[0,1] x [0, 27] y evaluar.

Solucién: De acuerdo con el enunciado, se debe cambiar a coordenadas polares. Recuerde
que estdn determinadas por

xr=rcosf, y=rsend.

El disco unitario se refiere al conjunto de puntos (z, y) en R? tales que z* + y* < 1 (el circulo
centrado en (0,0) y de radio 1. Como dijimos en el resumen, mediante las coordenadas
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polares este circulo se convierte en el rectingulo [0, 1] x [0,27]. Por otra parte, al pasar a
coordenadas polares se tiene:

(14 2? +y2)% = (1 +7?cos? 6 4 r* sen? 0)% =(1 —1—7"2)%

y, como el jacobiano es r > 0, entonces

1 27
// (1+x2+y2)§dmdy:/ / (1+r2)%7’d0dr
D 0o Jo

! : S 2—2
:27r/ (1—1—7"2)37“0[7“:7?/ u? du:%ﬂ.
0 1

1
Nota: Para calcular la integral / (1+ 7’2)%7“ dr se hizo el cambio de variable u = 1 + 2.
0

1 3 .
3. Evaluar / /A CEeE dz dy, donde A esta determinado por 2 +y* < lyz+y > 1.

Y
Solucién: La region A es la parte sombreada en la figura adjunta. 1 1
Se puede utilizar coordenadas polares para simplificar el calculo.
Se debe echar mano al significado geométrico para determinar
los limites de integracion en las nuevas variables. Observamos
que para los puntos P(z,y) en la regién se tiene que el angulo

—
que forma la parte positiva del eje x y el vector OP varia entre 0

y g ;esdecir, 0 <0 < g Para cada uno de estos dngulos el punto v N
P va desde la recta z + y = 1 hasta la circunferencia 2% + y? = 1; 1
al pasar a polares, la ecuacién de la recta se convierte Figura 12: Regién A del
ejemplo 3.
1

enrcosf-+rsend = 1 (sustituyendo x por r cos 6 orrsenf),porlotantor = ———.
( y P yyp ) P cosf + sen 6

) . . ) 1
Por otra parte, la circunferencia se convierteenr = 1. Asf, —— <r < 1.
cosf +senf

Al pasar a polares la funcion integrando se tiene:

1 1

(2 +y2)2  (r2cos?0 +r2sen26)? rd
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y, como el el jacobiano es r, entonces se tiene

// x2+y da:dy—// T—4rdrd0

cos 9+scn ]

1 f217]
:/ / Lardo = - / {—2] do
T 2 o LT 1

cos 0+sen 0 cos O+sen 0
———/ [1—(0089+S€H9)]de_l/gSGHQQdQ_l
2./ 2/ -2

4. Evaluar, usando coordenadas cilindricas, la integral [[[,,(z2 + > + 2%)~% da dy dz, donde D
1
es la region determinada por 3 <z<l,22+9y*4+ 22 < 1.

Solucién: Recuerde que las coordenadas cilindricas estdn deter-

minadas por

r=rcosf, y=rsend, z=z.

La region de integracion es la porcion de la esfera centrada en
. 1
(0,0,0), de radio 1, que queda entre los planos z = 5YV2= 1. Figura 13: Regi6n entre planos.

Para ver los limites de integracién en coordenadas cilindricas recurrimos al significado geo-
métrico de estas coordenadas. Se debe considerar la proyeccién de la region sobre el plano

xy para ver como varian r y 6. Esta proyeccion se determina haciendo z = 5 en la ecuacién
1 3 . ;
de la esfera: 22+ y? + 1 < 1; por lo tanto 22 4y% < " La proyeccion es el circulo centrado en
1 1
(0,0), de radio 5\/3, por lo tanto, § varia entre 0 y 27 y r varia entre 0 y 5\/3 Mientras tanto,

1 - .
z varfa desde 5 hasta la superficie 2? 4+ y* + 2% = 1, que, pasando a polares se convierte en
r? + 2% = 1y, por lo tanto z = /1 — 72 (se toma la parte positiva porque z es positivo).

Al pasar la funcién integrando a coordenadas cilindricas se tiene
1 1 1
Vr? 4 22

(ZE2 +y2 +22)—2 — (7‘2 —I—Z2)_2 —
y, como el jacobiano es r, se tienen:

T ot V1-r
/// (x2+y2+z2)_édxdyd22/2 /2\/5/ 1 2;dzdrd0.
D o Jo 1 V2 4+ 22

Calculando la integral de adentro se obtiene

/mﬁdz:rln<m+l)+T1n2—rln<1+\/M) (21)

=
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or 3 1—r2 27
2 r 1 m
L 1 calcular la i 1 —_— = —df = —
uego, al calcular la integra /o /0 /§ w0 dzdrdf /0 T 1

22 2?2 2 2
5. Evaluar /// ( 5 + = + ) dx dydz, donde F es el e11p501de ZTetaE S <1
a

Solucién: Un primer camblo de variable puede convertir el elipsmde en una esfera:

r=au, y=>bv, z=cuw.

Observe que, con este cambio se tiene

1:2 y2 22 _a2u2 b2112 C2U)2_ ) ) )
—+b—2+—— 22 + B + 2 =u" + v+ w.

De modo que el integrando en las nuevas variables es u? + v? +w? y la region de integracion
es la esfera S : u* + v* + w? < 1. El jacobiano de esta transformacion es

ox 0z on

ou v Ow a 0 0
oz, y.2) o
a(u’v7w) du Ov Ow
0z 0z oz |0 0 c
ou Ov Ow

Luego, puesto que abc es positivo, se tiene

/// (a2+_+ )dxdydz—/// u? +v* 4+ w?) (abe) du dv dw

El célculo de esta nueva integral se facilita si se trabaja en coordenadas esféricas:

u=psen¢cosf, v=psenpsend, w = pcosa.

El valor absoluto del jacobiano es p? sen ¢ y la funcién integrando es

u? + v? 4+ w? = p?sen? ¢ cos? § + p® sen? psen? O + p? cos® ¢
= p’ sen’ ¢(cos® O + sen” 0) + p® cos® ¢
= p*sen” ¢ + p° cos® ¢
= 02-

Para la esfera unitaria, se tiene que p variade O a 1, ¢ variade 0 a 27 y ¢ variade 0 a 7.
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Por lo tanto

L 27 1
/// (v + v* 4+ w?) (abe) dudv dw = / / / abep sen ¢ dp d do
S 10 0 .
= gabc/ / sen ¢ df d¢o

2
= —abcw/ sen ¢ d¢ = —abcw
5 0 5

Ejercicios propuestos

1. Calcule // (x_
D \TTY

4
y) dx dy, donde D* es la region triangular acotada por larecta x+y = 1

1(v—u).

y los ejes coordenados. Use la transformacién x = §(u +v),y= 5

2. Use coordenadas polares para evaluar / / 5 dz dy, donde D es el conjunto de

a? + x2 + 42
pares ordenados tales que 2? + y? < a? (con a una constante positiva).

3. Use coordenadas polares para evaluar / / (z° + y*) dz dy, donde D es la region acotada por
D

la parte positiva del eje z, la recta y = = y la circunferencia 2 + y* = 16.

4. Use coordenadas polares para evaluar / / (z° + y*) dz dy, donde D es la regién que queda

D
comprendida entre los circulos (z — 1)* + y* =1y a2? + (y — 1)? = 1.
5. Utilice coordenadas cilindricas para calcular / / / (z* + 22%y* + y*) dv dy dz, donde R es el
R

solido limitado por el cilindro z* + y* < a?, con 0 < z < —.
T

6. Utilice coordenadas cilindricas para calcular / / / z(z? + y2)*% dx dy dz, donde S es el s6lido
s

acotado por arriba por el plano z = 2 y por abajo por la superficie 2z = 22 + 3.

1
7. Evalte / / / ———5—— drdydz, donde S es la esfera 2> + y* 4 2° < a®.
s T2+ y? + 22

8. Evalte / / / 2*dr dy dz, donde S es el s6lido limitado por abajo por el plano z = 1y por

s
arriba por la esfera 22+ 4 22 < 4.
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6.3. Aplicaciones de las integrales dobles y triples

Esta seccion establece una serie de férmulas que permiten determinar cantidades fisicas relacio-
nadas con laminas (regiones en el plano) y sélidos (regiones en el espacio). Estas cantidades son:
promedio de una funcién, masa, centro de masa y momentos de inercia. Estas férmulas son faciles

de comprender, aplicar y recordar y deben ser aprendidas.

Los ejercicios recomendados son los que van del 1 al 14.

Ejemplos resueltos tomados de la lista de ejercicios, paginas de la 394 a la 396 (384-386)

1. Hallar el promedio (o media como lo indica el libro) de f(x,y) = e**¥ sobre el tridngulo con
vértices (0,0), (0,1) y (1,0).

Solucién: Si T es el tridngulo indicado, el promedio de f viene dado por

B ffT etV dx dy

[f ]prom ffT dr dy

Esto significa que hay que calcular dos integrales y realizar su

cociente. En ambos casos la regién de integracién es 7'y, de

acuerdo con la figura, r vadex =0ax =1yyvadey=0a

y = 1 — x (esta es la ecuacién de la recta que pasa por (1,0) y . Qj}"

(07 1 ) ) Entonces: ///4//

=

1 pl—z 1 1 h =z
//T dzx dy = / / dy dx = / (1 —2x)dx = 2 /;'//)""\'x
o Jo 0
1 -z 1
// "t dr dy = / / "y dx = / (e —e€")dr =1. Figura 14: Gréfica de
T o Jo 0

f(x,y) = et

Luego, [f]prom = T = 2.

rol=] =

2. Hallar el centro de masa del s6lido acotado por el cilindro z2 +y* = 2z y el cono 2? = 22 +y?,
sila densidad es § = y/x? + y2.
Solucién: Empleando coordenadas cilindricas se puede observar que ¢ varia de 0 = —g
af = g; rvader = 0alacurva 22 + y* = 2z, que puesta en coordenadas cilindrica

corresponde a r = 2cosf; z va de z = 0 a la superficie cénica 2* = z* + y?, que puesta en

coordenadas cilindricas corresponde a z = r.
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La masa § = /22 4 y? en coordenadas cilindricas es § = r y el jacobiano de la transforma-
cion es r. En conclusién, la masa de S es:

g 2cosf r
M:/// \/x2+y2dxdydz:/ / / r? dz dr df
s —mJo 0
2cosf
—/ / r3drdf
-z Jo
:4/2 cos* 6db

s
2

R ERNE]

Wl

3 312 3
zcos3ﬁsen«9+zsen2€+§0 i

Wl

3. Hallar el momento de inercia alrededor del eje y para la bola 2% + 4>+ 22 < R?, si la densidad
de masa es una constante k.

Solucién: El momento de inercia con respecto al eje y es

Iy:/// k(x® + 2%) dx dy dz,
B

donde B es la bola indicada.

Utilizamos coordenadas esféricas para facilitar el calculo:

x=psengpcosf, y=psengsend, z= pcosao.

Al pasar a coordenadas esféricas, la bola B se convierte en la regién tal que 6 < [0, 27],
¢ € [0,7]y p € [0, R]. La funcién integrando es:

k(2?4 2%) = k(p*sen® ¢ cos® 0 + p* cos® @) = kp*(sen® ¢ cos? 0 + cos® ¢).

El valor absoluto del jacobiano es p?sen ¢, por lo tanto

T 2w R
I, = / / / kp* sen ¢p(sen” ¢ cos® O + cos? @) dp df) d¢
o Jo Jo

1 T 2w
= 5R5k/ / (sen® ¢ cos® 0 + sen ¢ cos® @) dfd¢
o Jo
R5 ™ 9 8 5
=—Fk | mwsen¢(l+ cos®p)dp = —Rkm.
A 15

UNED Acortando distancias



GUIA DE ESTUDIO: CALCULO SUPERIOR 59

Ejercicios propuestos

1.

Determine el promedio de la funcién f(z,y) = exy_% sobre la region R del primer cuadrante
acotadapory =22, 2 =0,y = 1.

. Determine el centro de masa de una ldmina que cubre la regién del plano determinada por

22+ y* <9,y > 0, con funcién de densidad §(x,y) = 2% + 2.

. Determine el centro de masa de una ldmina que cubre la regién del plano limitada por la

graficadey =Inz, y = 0, 2 = 2 con densidad 6(z,y) = 27"

. Determine el momento de inercia con respecto al eje = y con respecto al eje y de la region R

acotada por la parédbola y = 2? y las rectas = = 2, y = 1.

. Determine el momento de inercia con respecto al eje = del tetraedro sélido S de vértices

(0,0,0), (0,1,0), (1,0,0), (0,0,1), con densidad §(z,y, z) = x.
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Capitulo 7. Integrales sobre curvas y
superficies

7.1. y 7.2. Integrales de trayectoria e integrales de linea

Hasta aqui se conoce, en cuanto a integracion, los siguientes tipos de integral:

o La integral definida (unidimensional): la funcion integrando es f : A C R — R; el conjunto
sobre el que se integra es un intervalo [a, b] de niimeros reales.

e La integral doble: la funcién integrando es f : A C R? — R; el conjunto sobre el que se integra
es una region R del plano.

e Laintegral triple: la funcion integrandoes f : A C R* — R; el conjunto sobre el que se integra
es una regién S del espacio.

Observe que en los tres casos, la funcién integrando es un campo escalar (funciones cuyo
dominio es R).

En estas secciones se consideran otros tipos de integral:

e La integral de trayectoria: la funcién integrandoes f : A C R* — R (conn = 2o0n = 3); el
conjunto sobre el que se integra es una trayectoria o (que produce una curva) en el plano o
en el espacio.

e La integral de linea: la funcién integrandoes f : A C R* — R" (conn = 20 n = 3); el
conjunto sobre el que se integra es una trayectoria o (que produce una curva) en el plano o
en el espacio.
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Observe que en ambos casos el conjunto sobre el que se integra corresponde a una trayectoria
y la funcién integrando puede ser un campo escalar (integral de trayectoria) o un campo vectorial
(integral de linea).

Dado que las trayectorias son parametrizaciones de curvas, y no hay una tinica manera de
parametrizar una curva, deben tenerse ciertos cuidados con este tipo de integrales; especialmente
en el caso de las integrales de linea.

Considere una trayectoria o : [a,b] — R? (de clase C?), tal que o(t) = (z(¢),y(t), 2(t)), entonces
se definen:

LA INTEGRAL DE TRAYECTORIA del campo escalar f(x,y, z) (con valores en R) mediante

/ fds = / F(a(), y(t), ()]0’ (1) dt

LA INTEGRAL DE LINEA del campo vectorial F'(z,y, z) (con valores en R?*) mediante

/UF ds = /abF(a(t)) ol () dt

Observe que en principio, segun la definicién, el valor de la integral dependera tanto de la
funcién integrando como de la trayectoria sobre la que se integra.

Recuerde que una curva puede ser determinada por varias trayectorias. Con el propésito de
realizar algunos comentarios al respecto se analizard nuevamente el caso del arco de parabola de
la pagina 17 de esta guia de estudio.

Considere el arco C' de la parabola dada por la ecuacion y = 2%, con puntos extremos (0,0) y
(1,1). Las tres trayectorias siguientes producen este arco:

o:[0,1] — R? v:[0,2] — R? §:[0,1] — R?
t (t,1%) t (%t iﬂ) ts (1—1t,(1—1)?)

Suponga que una hormiga recorre la curva C siguiendo la trayectoria o; la velocidad en este

11 1
caso es 0'(t) = (1,2t). En el punto (5, ZL) (que se obtiene haciendo ¢t = 5), la velocidad de la

hormiga es o’ (%) =(1,1).

UNED Acortando distancias



GUIA DE ESTUDIO: CALCULO SUPERIOR 63

Si la hormiga recorre C' segun la trayectoria v, entonces la velocidad en cada punto de la

o 11 11 ,
trayectoria es ¥/(t) = 3 515 . En este caso, el punto 31 se obtiene cuando ¢ = 1y, entonces,
11
la velocidad en ese punto es 7'(1) = (5, 5) Es decir, la velocidad de la hormiga sobre la curva

depende de la trayectoria.

Si la hormiga recorre C, siguiendo o, entonces parte del punto o(0) = (0,0) y de esta forma
llega al punto ¢(1) = (1, 1). Mientras tanto, si la recorre siguiendo la trayectoria J, parte del punto
§(0) = (1,1) y llega al punto §(1) = (0,0). Es decir, recorre la curva en sentido opuesto al anterior.
Verifique usted que 7 va en el mismo sentido que o.

Las tres trayectorias dadas son diferentes parametrizaciones de la misma curva; se dice que
cada una es reparametrizacién de las otras. Siguiendo con el ejemplo, se dice que ~y preserva la

parametrizacién de o y que ¢ invierte la parametrizacién de o.

¢Qué efectos tiene una reparametrizacion en el resultado de una integral de linea o de trayec-
toria? El asunto del cambio de velocidad a la hora de reparametrizar no tiene ningtn efecto en el
valor de la integral de linea o de trayectoria, pero el cambio de orientacién cambia el signo en la
integral de linea aunque en la de trayectoria no afecta. Es decir, si o es una trayectoria C' y v es

una reparametrizaciéon de o, entonces:

LA INTEGRAL DE TRAYECTORIA del campo escalar f(z,y, ) no cambia; es decir:

/G F(z,9,2)ds = / F(z,9,2) ds

LA INTEGRAL DE LINEA del campo vectorial F'(x,y, z) no cambia si las dos parametrizaciones
tienen la misma orientacion y cambia de signo si tienen orientaciones opuestas; es decir

/F-ds:/F-ds /F-dSZ—/F'dS
g Y o 5

si tienen la misma orientaciéon si tienen orientaciones opuestas

Lo anterior permite definir integrales de trayectoria e integrales de linea sobre una curva sim-
ple; vea las definiciones correspondientes en el texto. Se debe tener presente que las integrales de
trayectoria y de linea se definen sobre curvas suaves o suaves a trozos y que no tienen autointer-

secciones.
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Se da también un teorema, que es una generalizacién del teorema fundamental del calculo,
que establece que la integral de linea de un campo vectorial gradiente V f estd determinada por
el valor de f en los puntos finales de la trayectoria.

Finalmente, si una curva se puede parametrizar por pedazos, la integral de linea sobre esa
curva es igual a la suma de las integrales de linea sobre cada uno de los pedazos de la curva,
teniendo el cuidado necesario en las orientaciones de las parametrizaciones.

La férmula de longitud de arco de o que se estudi6 en la seccién 4.2 es sencillamente la integral
de trayectoria [ ds.

Por otra parte, es posible calcular el promedio de una funcién sobre una curva C, la masa de
C' o su centro de masa, utilizando férmulas andlogas a las dadas para regiones planas y en el
espacio. Asi, el valor promedio de f(z, v, ), a lo largo de la trayectoria o es

[f]pmm = W

La masa de C, siendo 6(z, y, z) la densidad, es

m(C):/Cé(x,y,z)ds.

De la lista de ejercicios de la seccién 7.1. debe realizar los ejercicios del 1 al 14 y de la seccién
7.2. realice los ejercicios del 1 al 17.

Ejemplos resueltos tomados de la lista de ejercicios, paginas de la 416 a la 419, 435 a la 438
(400-402, 417-421)

1. (a) Mostrar que la integral de trayectoria de f(z,y) a lo largo de una trayectoria dada en
coordenadas polares por r = r(6), 6; < 60 < 65 es
02

2
f(rcos@,rsend) r2+(ﬁ> de.

0 do

Solucién: Las coordenadas polares vienen dadas por x = rcos#, y = rsen 6, entonces
se tiene f(z,y) = f(rcos@,rsen?).

Por otra parte, '(0) = % cosf —rsenfdyy'(0) = d—g senf + r cos 6, entonces

VEOE O = \/(%cose - rsen€)2 + (%SeHQ —l—rcosH)Q _ \/7“2 + (%)2
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por lo tanto, la integral de trayectoria indicada es

b2 dr\?
/f(x,y)ds = f(rcosf,rsenf)y/r? + (@> do.
o 01

(b) Calcular la longitud de arcode r =1 +cosf, 0 < 0 < 2.

dr
Solucion: Para r = 1 + cos 6, se tiene i sen §; por lo tanto,

2
r2 4+ (%) = \/(1+0089)2—|— (—senf)? =2+ 2cosb.

La curva correspondiente a la longitud de arco es un cardioide

como se muestra en la figura, entonces se puede calcular la 1
longitud para § € [0, 7] y multiplicar por 2; es decir, la longitud
del cardioide es —
" 11" . .
2/ V2 4+ 2cosbdb = 2 [4 sen 59} =92.4=28. Figura 15: Cardioide
0 0

2. Evaluar [ fds,donde f(z,y,2) =z, 0(t) = (tcost,tsent,t), para 0 < ¢ < t,.

Solucidn: Se tiene: ¢'(t) = (cost — tsent,sent + t cost, 1), entonces

|/ (t)]| = v/(cost — tsent)? + (sent + tcost)? + 12 = /2 + 12,

Por otra parte, f(o(t)) = f(tcost,tsent,t) =t, por lo que

to

wa:Amﬂdmwﬁmﬁ:Afwﬁiﬁﬁ:%Q@:ﬁf

2 (yova) -2z

3. Evaluar fa yzdx + xz dy + xy dz, donde o estd formada por los segmentos de recta que unen
a(1,0,0) con (0,1,0)y (0,1,0) con (0,0,1).

Solucién: Los dos segmentos de recta: Cy: de (1,0,0) a (0,1,0) y Cs: de (0,1,0) a (0,0, 1).

0

El primero de ellos se puede parametrizar de la siguiente manera:

o(t) = (1—,£,0), 0<t<1.

El segundo se puede parametrizar asf:

oo(t) = (0,1 —t,1), 0<t<1
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4.

Nota: En general una parametrizacion ttil de un segmento de recta que va del punto A
al punto B se obtiene mediante o(t) = (1 —t)A+tB con 0 < t < 1. Observe que si se
hace ¢t = 0 se obtiene ¢(0) = (1 — 0)A + 0B = A (el primer punto) y si ¢ = 1, entonces
(1) =(1—-1)A+ 1B = B (el segundo punto). Esto fue lo que se hizo para parametrizar C;
y Cs.

Para o (t) se tiene:

r=1—t=dr=—dt y=t=dy=dt z2=0=dz=0.

Entonces, en este caso, yz dx + xzdy + xydz = 0.

Para o,(t) se tiene:

r=0=dr=0 y=1—1t=dy = —dt z=1t=dz=dt.

Entonces, también en este caso, yz dr + xz dy + xy dz = 0.

Se concluye que la integral pedida es igual a 0.

(a) Sea o una trayectoria suave. Supéngase que F' es perpendicular a ¢'(t) en o(t), mostrar
que [ F-ds=0

Solucién: Si F es perpendicular a o'(¢) en o(t), entonces F'(c(t)) - o’(t) = 0, por lo tanto

‘AP$ZKZW@yd@ﬁ:L%ﬁ:0

(b) Si F es paralelo a 0’(t) en o(t), mostrar que [ F -ds= [ || F||ds
Solucién: Si F' es paralelo a ¢'(t) en o(t), entonces existe A(t) > 0 tal que F(o(t)) =
A(t) o’(t), por lo tanto

/R@Z/meﬁmﬁ:/A@ﬂma@ﬁ
S R CILOIRT @2

Nota: recuerde que para cualquier vector v se tiene v - v = ||v||%.
Por otro lado, dado que F(c(t)) = A(t) o'(t), entonces || F|| = A(t)||o’(t)||. Luego, la
integral de trayectoria de || F'|| es

b

b
tﬂmmz/xmwmwﬂwﬁz/xwﬂwwt (23)
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De (22) y (23) se obtiene que, para la situaciéon dada, la integral de linea de F' a lo
largo de o, es igual a la integral de trayectoria de || F'|| a lo largo de o, tal como pide el
ejercicio.

5. Evaluar [ F -ds,donde F(xz,y,2) =yi+2cj+yk,o(t)=ti+t*j+t*k 0<t < 1.

Solucién: Se tiene que F(o(t)) = F(t,t,t%) = (¢, 2¢t,t*). Ademas, o’'(t) = (1, 2t, 3t?); por lo
tanto,

1
:/ (t%,2t,1%) - (1,2t, 3t*) dt
O1
—/ (t* + 4¢* + 3t*) dt
0

1 5 3 1
= / (5% + 3t*) dt = [—t?’ + —t5]
0 35 Jo
5 3 3
35T
6. Sea F = (2* + 2zy)i + 2% j + 3x2” k. Mostrar que la integral de linea de F a lo largo del
perimetro del cuadrado de vértices (+1,+1) es cero.

Solucién: Se puede optar por parametrizar el cuadrado considerado (se hace a trozos, una
parametrizacion para cada lado; algo parecido al ejemplo 7.13 de la seccién 7.2, pagina 433)
y evaluar la integral directamente.

Sin embargo, en este caso particular, funciona mejor la aplicacién del teorema 3 (seccién 7.2).
Como en el caso de un cuadrado o de cualquier curva simple cerrada, la trayectoria inicia
en un punto, suponga A y termina en el mismo punto A, entonces, si el integrando es un
gradiente (digamos F' = V f); segtin el teorema mencionado, se tiene que la integral de V f
sobre esa curva es igual a f(A) — f(A) = 0 (de paso, esta argumentacién da respuesta al
ejercicio 14 de la seccién 7.2: el valor de la integral de un campo gradiente sobre una curva
cerrada es igual a 0).

Basta entonces ver que el F' de este ejercicio es un gradiente. Observe que si toma la funcién

0 0 0
f(z,y,2) = 232 + 2y, entonces of = 23 + 2xy, of =2’y of = 322%; es decir F' = Vf. Se
ox oy 0z

concluye que la integral pedida es igual a 0.
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Ejercicios propuestos
_ , 22 + 2y + y? .
1. Calcule la integral de trayectoria de f(z,y,2) = ———— —— sobre la trayectoria dada por
z
o(t) = (cost,sent, —1) para 0 < ¢ < 2.

2. Evalte [, f(x,y)ds, donde C es el segmento de parabola y = 422, que va del punto (1,4) al
punto (0,0).

3. Evalte [, (5zydx 4+ 10yzdy + zdz), donde C' es el segmento de recta que va de (0,0,0) al
punto (1,1,1).

4. Evalte la integral de linea del campo F(x,y, 2) = (y — 2z, z, —2zy) siguiendo la trayectoria
o(t) = (t,t*,—1) paral <t < 2.

5. Evalue fg F-ds,donde F' = —3yi+ 3z j + 3z ky o es la trayectoria recta que va de (0,0,1) a
(1,1,1).

6. Evaltie [ F -ds,donde F = zi+yj+ xky o es el triangulo de vértices (1,0,0), (0,1,0),

(0,0, 1) recorrido en sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj.

7.3 y 7.4 Superficies parametrizadas y area de superficies

Se define una superficie como una funcién ® : D C R?* — R

S (u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v))

(la superficie se parametriza utilizando dos pardmetros), con ciertas condiciones. Como en las
curvas, la imagen de ®(D) de una superficie parametrizada (la funcién) es un objeto geométrico
llamado superficie S.

Si @ es diferenciable en un punto (ug, vg), se definen los vectores tangentes

oz .0 -, 0z

Tv = %(Uo, UO) 1+ 8_3(”077]0)] + %(Uo, UO) k
b, 0 .0

T, = a—i(uO, Uo) 1+ a—z(uo,ﬂo)] + a—z(uo,ﬂo) k

Se dice que la superficie es suave en ®(ug,vy) si el producto vectorial 7, x T, # (0,0,0) en

(uo, vo).
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El plano tangente a la superficie en ®(ug, v9) = (o, Yo, 20) tiene ecuacion:
(v — 20,y — Y0, 20) - (Tu x T,,) =0,
donde 7T, x T, se evalta en (ug, vp).

Encontrar una parametrizacién para una superficie dada es en general mas dificil que encon-
trara una parametrizacién para una curva dada; esto por cuanto para la superficie se requieren
dos pardmetros (u y v), mientras que para la curva solamente es necesario uno (t).

En vista de lo anterior, solamente se consideraran las superficies parametrizadas que ya vienen
dadas en el texto.

El area A(S) de una superficie parametrizada es

A(S):// T, x T, du dv.
D

Observe que esta definicion es la andloga a la longitud de arco para el caso de las curvas;
T, x T, juega un papel parecido al de ¢’

Cuando la superficie S corresponde a la imagen de una funcién de dos variables z = f(z,y),
el drea puede calcularse mediante

A(S) = //D\/(%>2+ (%‘5)1 1 da dy.

Ejercicios recomendados para la secciéon 7.3 del 1 al 15 y de la seccién 7.4 del 1 al 22.

Ejemplos resueltos tomados de la lista de ejercicios, paginas de la 446 a la 447 (427-429) y de la
457 a la 460 (438-440)

2

1. Hallar una ecuacién para el plano tangente a la superficie dada por z = u? — v?, y = u + v,

11
=u?+4 —,=,2).
z u+v,en( 4,2,>
1 1

Solucién: Primero se debe determinar el punto (ug, vy) que produce x = ——, y = -, z = 2
(que son las coordenadas del punto de tangencia). Entonces, (uo, vy) se obtiene resolviendo

el sistema . |
~1 :ug—vg, B = Up + Vo, 2:ug+4vo-
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. . 1
En este caso particular se obtiene que ug = 0y vy = >

1
Ahora se debe calcular 7, T,, evaluarlos en (O, 5) y determinar el vector normal T;, x T}

T, — (8x %y az) =(2u,1,20) = T, (0%) = (0,1,0)

ou’ du’ du
_(Ox Oy 0z\ 1\ _
Tv = (%7 %7 %) - (_21)7 174) = T’U <07 2> - ( 17 174)

1
T, xT, (O, 5) =(0,1,0) x (—1,1,4) = (4,0, 1)
Luego, la ecuacién del plano viene dada por

1 1

Sy—=,2—2)(4,0,1) =0

(4 g 52-2) @0y =0
es decir, 4z + 2z = 1.

2. Hallar una expresioén para el vector unitario normal a la superficie

r=(2—cosv)cosu, y=(2—cosv)senu, z=senv

parau € [—m, 7] y v € [—, 7] Identificar la superficie, jes suave?

Solucidn: Se tiene:

g o0 0
T, = (%x’ EML %z) = (—(2 — cosw) senu, (2 — cosv) cosu, 0)

T, = gm 9 2z = (sen v cos u, sen v sen u, Cos v)
T\ ") T ’ ’

Entonces, el vector normal es

T, x T, = (—(2 —cosv)senu, (2 — cosv) cosu,0) X (senv cosu,sen v sen u, cosv)

= (2 COSUCOSV — COSUCOS2 v, 2senu cosv — SGHUC082 v, —2sen v 4+ sen v cos ’U)

Por otra parte,

T x T|| = || (2 cos ucos v — cosucos® v, 2 sen u cos v — senu cos” v, —2senv + sen v cos v) ||

= /(2cosucosv — cosucos?v)2 + (2senucosv — senu cos2 v)2 + (—2sen v + sen v cos v)2

=2 —cosv
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Luego, el vector normal unitario es

2

T, x T, (2 cosucosv — cosucos® v, 2sen u cosv — sen u cos® v, —2sen v + sen v cos v)

| T, x T || h 2 — cosw

= (Cos u cos v, sen u cos v, — sen v)

Para identificar la superficie haga = = 0; entonces, x = (2 — cosv) cosu = 0. Por lo tanto,
T . .
cosu = 0, luego u = 5 Sustituyendo en y = (2 — cosv) senu se tiene

y = (2 — cosv) sen <g> =2 —cosv

Dado que senv = z, entonces sen® v = 22 y, por lo tanto cosv = /1 — 22.

De aqui se tiene que y = 2 — cosv = 2 — /1 — 22 y, elevando al cuadrado y arreglando se
obtiene: (y—2)*+ 2% = 1, es decir, el corte de la superficie con el plano yz es la circunferencia
(y — 2)* + 22 = 1. Usted puede convencerse de que el corte de la superficie con cualquier
plano de ecuacién y = ax es una circunferencia de radio 1 (como la anterior) y centro en
(20, ayo, 0). Es decir, la superficie es un toro con centro en (0, 0) que se obtiene al hacer girar
la circunferencia (y — 2)* + 22 = 1 alrededor del gje =.

Por altimo, como T, x T;, = (cosu cosv(2 — cosv), senu cosv(2 — cosv), sen v(—2 + cosv)), en-
. ) 7r T

tonces la expresion 2 — cos v nunca puede hacerse 0, cosucosv = 0siu = 50v=7g,en esta

situacion la segunda componente se hace 0, pero la tercera no; es decir para cualesquiera u

y v se tiene T, x T, # (0,0, 0) por lo que la parametrizacién es suave.

3. Se perfora un hoyo cilindrico de radio 1 a través de una bola sélida de radio 2 para formar
una junta anular (vea la figura 7.4.9 en el texto). Hallar el volumen de la junta y el area de

su superficie exterior.

Solucién: La esfera esta dada por la ecuacion z? + y* + 2% = 4 y el cilindro por z? + y* = 1.
Primero se determina donde se cortan: el cilindro es 22 + y*> = 1y, sustituyendo en la
ecuacién de la esfera 1 + 22 = 4, se obtiene que z = 4+/3. Esto dice que se cortan en los
planos z = /3y 2z = —/3.

Ahora se calculara el volumen de la mitad superior y este resultado se multiplicard por 2.
Observe que la proyeccion de esa mitad superior, sobre el plano xy es 2 + y* = 4 (haciendo
z = 0). Entonces, usando coordenadas cilindricas se tiene que ¢ € [0, 27], r € [1,2] (el 1 es el
radio del cilindro y el 2 es el radio de la proyeccién); z va de z = 0 hasta la superficie esférica
que, en coordenadas cilindricas es 72+ 2% = 4; es decir z = v/4 — 2 (se toma la parte positiva
porque se esta utilizando la parte positiva del eje z). En conclusion, el volumen de la figura
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es

2 2 VAa—r2
V:2/ / / rdzdrdd = 43,
0 1 0

El area de la supertficie se calcula en dos partes: la de adentro que es el drea de un segmento
de cilindro y la de afuera que es un aro de la esfera.

El cilindro interior tiene radio de la base 1 y altura 2v/3, por lo que su 4rea es 27 - 1 - 2¢/3 0

en forma simplificada 47/3.

Para el 4rea de afuera se calcula el 4rea de la mitad de arriba y se multiplica por 2; para esto
se usara la parametrizacion

xr=2cosfsen¢, y=2senfsen¢p, 2z =2cos¢

(el 2 que aparece como coeficiente es el radio de la esfera). Para determinar dénde varian los
pardmetros 6 y ¢, note que la proyeccioén sobre el plano zy es una circunferencia, por lo que
6 € [0,27]; mientras que la proyeccion sobre el plano yz es el tridngulo de vértices (0,0,0),
(0,1,4/3) y (0, 1,0). El 4ngulo ¢ que forma el vector (0, 1,/3) es %, por lo tanto ¢ € [%, g} .
Para esta parametrizacion se tiene

Ty x Ty|| = ||[(—2senfsen ¢, 2cosfsenp,0) x (2cos b cos ¢, 2sen b cos ¢, —2sen ¢
¢
= H (—4 cos @ sen? ¢, —4 sen f sen? ¢, —4 sen ¢ cos gzﬁ) H
= /16 cos? O sen? ¢ + 16sen? A sent ¢ 4+ 16 sen? ¢ cos? ¢ = 4sen ¢.

Asi, el drea de la superficie exterior de la figura es

= 87?\/5.

[SIERVE]

27 5
2/ / 4dsen ¢ dp df = 167 [— cos ¢
0 J§

El area total de la superficie es la suma de las dos dreas obtenidas:

A =473 4+ 87vV3 = 127V/3.

Ejercicios propuestos

1
1. Determine el area de la superficie z = 1 — 5(902 +y?)sobre0<r<1,0<y<1,2=0.

2. Determine el drea de la superficie conica z = /22 + y? interior al cilindro 22 + y* = 1.

3. Calcule el area de la superficie determinada por el plano 2z + 3y + 6z = 6 ubicada en el

primer octante.
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7.5y 7.6 Integrales de superficie

Igual que las integrales de linea, se definen dos tipos de integral de superficie. Si S es una super-
ficie parametrizada por ®(u, v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) con (u,v) € D, se define:

La INTEGRAL DE SUPERFICIE DEL CAMPO ESCALAR f(z,v, 2) sobre S como

//Sf(x’y’ 2)dS = //D F(@(u, )| T, x T,|| dudv

La INTEGRAL DE SUPERFICIE DEL CAMPO VECTORIAL F(z,y, z) sobre ® como

//F s = // (T, x T,) dudv

Observe que en el caso de una integral de un campo escalar se indica que es sobre la superficie,
mientras que en el caso de un campo escalar se dice que es sobre la parametrizaciéon. La razén
es que no importa como se parametrice la superficie, la integral del campo escalar no cambia;
mientras que la integral de un campo vectorial cambia de signo si se cambia la orientacién de la
superficie.

Al depender de dos parametros, las dificultades en el asunto de la orientacién de superficies
son mayores que en el caso de las curvas (que dependen de solamente un pardmetro).

Los intringulis de la orientacion de superficies pueden leerse en la seccién 7.6 del texto y es
importante tener claro que hay superficies que no se pueden orientar, estas tienen solo un lado,
mientras que las superficie orientables tienen dos lados.

Si una superficie S estd determinada por la grafica de una funcién de dos variables z = g(z, y),
entonces:

La integral de superficie del campo escalar f(x,y, z) sobre S se puede calcular mediante

/fxy, ) dS = fxygl’y))dxdy

cos 6

donde 0 es el &ngulo que forma la normal a la superf1c1e con la parte positiva del eje z en el punto
(=9, 9(z,y)).

La integral de superficie del campo vectorial F' = (F}, F3, F3) sobre S se puede calcular me-

a5 JL(-40) s (-2)e 8]
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Se establece, ademads una relacién entre integrales de superficie de campos escalares y campos
vectoriales en el siguiente sentido:

La integral de superficie del campo vectorial /" sobre S es igual a la integral de super-
ticie del campo escalar F' - 7 sobre S, donde 77 es el vector normal unitario que apunta

! (T, x T)).

al exterior de S (es decir, 7 = ————
[T x T ]

Promedio de funciones sobre superficies, masas y centros de masa de superficie pueden calcu-
larse con férmulas analogas a las correspondientes para regiones, sélidos y curvas. Las integrales
de superficie de campos vectoriales también miden el flujo de un fluido.

Ejercicios recomendados de la secciéon 7.5 del 1 al 15 y de la seccién 7.6 se recomiendan todos.
Ejemplos resueltos tomados de la lista de ejercicios, paginas de la 465 a la 467 (446-448) y de las
paginas de la 481 a la 483 (460-462)

1. Hallar la masa de una superficie S que tiene la forma de un hemisferio z = \/R? — 22 — 32,
con 0 < 2% + y* < R?, siendo su densidad m(z,y, z) = 22 + >

Solucién: Dado que es un hemisferio (media esfera), se puede adaptar la parametrizacién
dada por el ejercicio 1 de la seccion 7.4, pagina 457, agregando un coeficiente R que es el
radio del hemisferio:

x = Rcosfsen¢, y= Rsenflsen¢, 2z = Rcoso,

conf € 0,27y ¢ € [0, g} (por ser la mitad superior de la esfera).
La funcién de densidad es m = 2% + y? = (Rcosfsen ¢)? + (Rsenfsen ¢)? = R?sen? ¢.

Por otra parte: ||Ty x Ty|| = R*sen ¢ (haga los célculos correspondientes). Entonces, la masa

M://Sm(x,y,z)dS:/Zﬂ/gmHTng(bquﬁdQ
/ / 2 on? ) (R sen ) d df

4
= 27TR4/ sen® ¢ dp = §R47T.
0

es
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2. Hallar el &rea de superficie de la parte del cilindro 2% + 2% = a? que estd dentro del cilindro
2% + y? = 2ay, en el octante positivo (z > 0,y > 0, z > 0). Suponer a > 0.

Solucién: La integral se hace sobre la superficie 22 + 22 = a?; el otro cilindro sirve para
determinar donde varfan los pardmetros dados para parametrizar el cilindro indicado.

Las coordenadas cilindricas dan la idea de una parametrizacién, donde, en lugar de r se
escribe a, pues es el radio del cilindro (es un valor fijo) y z y y cambian sus papeles pues es
un cilindro "acostado" (cuyo eje es el eje z). Se hace:

r=acosl, y=vy, z=asend.

La proyeccion de la superficie sobre el plano zy estd determinada por la semicircunferen-
cia 22 + y* = 2ay (x > 0), entonces, § varia de 0 a T y y varfa de la parte inferior de la
semicircunferencia a la parte superior de la misma. Sustituyendo en la ecuacién de la semi-
circunferencia la parametrizacion dada se tiene que a? cos® 6 + y* = 2ay; luego, despejando
y en términos de 6 se tiene: y = a + asenf. En conclusién, y varia de y = a — asenf a

Yy =a-+ asend.

Por otra parte,

Ty x T,|| = ||(—asenb,0,acosf) x (0,1,0)]|

= [[(—acos 6,0, —asen )| = Va2 cos2 + a%sen?f = a.

De esta manera, el drea de la superficie es

g a+asen
A://dS:/ / adydf
S 0 a—asen 6

:/2 2a25en0d0:2a2/2 sen 0 df

0 0

e
= 2a” cosf|; = 2a*.

3. Evaluar //(V X F)-dS,donde F = (2* +y —4) i+ 3zyj + (2zz + 2?) k y S es la superficie
s
2? +y? + 2% = 16, z > 0. (Hacer que n, la normal unitaria apunte hacia arriba).
Solucién: Dado que la superficie considerada es una semiesfera de radio 4 y se quiere que

la normal unitaria apunte hacia arriba, la parametrizacién sugerida es:

x=4cosfcosp, y=4senfcos¢p, z=4senaq,
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1
donde 0 € [0,27] y ¢ € {O, 5] (por ser media esfera).

Segun esto,

Ty x Ty = (—4senf cos ¢, 4 cos cos ¢,0) x (—4cosfsen ¢, —4senfsen ¢, 4cos @)
= (16 cos 6 cos® ¢, 16 sen 6 cos? ¢, 16 sen ¢ cos ¢).

Ahora se calcula V x F*

i j k
VxF=| 2 5 2 |=0i-22j+By—-1)k

> +y—4 3xy 2wz + 2>

Evaluando V x F en la parametrizacion se obtiene

VXxF=0i—8sen¢j+ (12senfcos¢p — 1) k.

Por lo tanto,

(VX F)-(Ty x Ty) = (0, —8sen ¢, 12sen f cos ¢ — 1) - (16 cos § cos® ¢, 16 sen 6 cos? ¢, 16 sen ¢ cos ¢)

= 16(—8sen f cos® psen ¢ + 12 sen fsen ¢ cos® ¢ — sen ¢ cos @)
= 16(4sen 6 cos® ¢ sen ¢ — sen ¢ cos ¢).

Finalmente,
2 g
/(VxF)-dS:/ /(VXF)‘(T@XT¢)d¢d(9
5 o Jo

27 Z
= 16/ / (4sen @ cos® psen ¢ — sen ¢ cos ¢) do df)
o Jo

2w 4 3 1 ) % 2 4 1
=16 ——cos” ¢psen + —cos“ ¢| df =16 —senf — — | df = —16m.
0 3 2 0 0 3 2

. Un fluido uniforme que fluye verticalmente hacia abajo se describe mediante el campo vec-

torial F(x,y,z) = (0,0, —1). Hallar el flujo a través del cono z = (2* + yz)é, 22 +y? < 1.

Solucién: Se puede parametrizar el cono mediante:
T =ucosv, Y=usenv, z=u,

donde v € [0,27], 0 < w < 1 (uy v tienen el mismo significado geométrico que en las
coordenadas cilindricas).
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Con esto,
T, x T, = (cosv,senv, 1) X (—usenv,ucosv,0) = (—ucosv, —usenv, u);

entonces F'- T, x T, = (0,0, —1) - (—usenv,ucosv,0) = (—ucosv, —usenv,u) = —u.

Luego, el flujo es

1 2
//F-dS:/ / (—u)dvdu = —.
s o Jo
2 2
. En el gjercicio anterior, ahora F' = — (g, 0, g) , ¢cudl es ahora el flujo a través del cono?
Solucién: Ahora se tiene que
2 2 2
F-T,xT,=— (%_,0, \/7_> -(—usenv,ucosv,0) = (—ucosv, —usenv,u) = g(ucosv—u).
El flujo es

1 27
//F-dS:/ / Q(ucosv—u)dvdu: —171'\/5.
s o Jo 2 2

Ejercicios propuestos

1.

Calcule la integral de superficie de f(x,y,2) = 3z + 2y — 6, sobre el cuarto de esfera dado
porz®+y*+22=1,2>0,y > 0.

Determine la integral de superficie de f(z,y, z) = 22y, sobre la porcion del plano con ecua-
cién 2z + 3y — 5z = 1 que se encuentra en el primer octante.

Calcule el valor promedio de la funcién f(z,y, z) = z, sobre la porcién del plano z = = cuya
proyeccién en el plano zy es el cuadrado [—1, 1] x [—1, 1].

Determine la integral de superficie de F(x,y,2) = (x,y,2), sobre la superficie dada por
|z| 4+ |y| + || = 1, con las normales apuntando hacia el exterior.

. Determine la integral de superficie de F(z,y,z) = (2%,0,0), sobre el semielipsoide superior

22% + 3y* + 2% = 6, 2 > 0, con las normales apuntando hacia el exterior.

. Pruebe que el flujo del campo F(x,y,z) = (ax,by,cz), donde a, b, ¢ son nameros reales

positivos, a través de la esfera con centro en el origen y radio ¢ > 0, con sus normales
apuntando hacia el exterior es iguala a (a + b + ¢)V,, donde V. es el volumen de la esfera.
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Examenes anteriores

Aqui se proporciona el enunciado de los exdmenes aplicados en el 2003 y 2004 en los cuatrimestres

que se ha ofrecido. Se le recomienda que intente resolverlos por su cuenta antes de mirar los

esquemas de solucién que encontrard en esta guia de estudio.

I Ordinario, PAC. 2004-2

Valor total: 50 puntos

Instrucciones: A continuacion se le presentan siete ejercicios. Resuélvalos con orden y claridad.

Se calificara el procedimiento, las operaciones y la respuesta final.

1. Determine los maximos y minimos locales de la funcién dada por

F(z,y) = 32° + y* — 9z + 4y.

2. Determine el minimo de f(z,y, 2) = x + y — 2, sujeto a la restriccion

13
222 + 3y? 4 42° = 3

3. Una particula se mueve siguiendo la trayectoria ¢(t) = 2t2 i + (£ — 3)j + v8tk.

(a) Determine su rapidez cuando t = 8.

(b) Determine la longitud del arco de la trayectoria para 3 < ¢ < 15.
4. Sea F(x,y,2) =xi+yj+zyzk, ysea G(x,y,2) = zyzi+ yzj + z k. Calcule

div(F x rot G).

79

(8 puntos)

(7 puntos)

(3 puntos)
(3 puntos)

(7 puntos)
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5. Sean a y b ntimeros reales con a # 0 0 b # 0 y considere la trayectoria
c(t) = ((a + b)t?, at?),
definida para t > 0. Sea F' el campo vectorial tal que
Fe.y) = (Vo V)

paraxz > 0,y > 0. Determine para qué valores de a y b se tiene que c(t) es una linea de flujo
para F'. (7 puntos)

6. Evalte / / rydxdy, donde R es la region del primer cuadrante limitada por la curva y = 22
R
y porlasrectasy =0,y + = = 2. (8 puntos)

7. Dada fol fx“z/i(x + y)dydx, primero cambie el orden de integraciéon y luego calcule la integral
iterada obtenida después del cambio. (7 puntos)

ITI Ordinario, PAC. 2004-2

Valor total: 50 puntos

Instrucciones: A continuacion se le presentan siete ejercicios. Resuélvalos con orden y claridad.
Se calificara el procedimiento, las operaciones y la respuesta final.

/// rdxdydz,
R

donde R es la region del espacio acotada por los planos z =0,y = 0, 2 = 0,
6x + 3y + 2z = 6. (6 puntos)

1. Calcule

2. Sea T la transformacién definida por 7'(u,v) = (x,y), donde x = 2u — v, y = u + 2v.

(@) Si D es el cuadrado, en las coordenadas xy, de vértices (—5,0), (0,-5), (5,0), (0,5),
determine D*, en las coordenadas uwv, tal que T'(D*) = D. (4 puntos)

(b) Calcule el determinante jacobiano de la transformacién 7. (2 puntos)
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3. Use coordenadas polares para calcular

// V4 — 2% — y?dxdy,
S

donde S es la region del primer cuadrante encerrada por el circulo 22 + y* = 4, y las rectas
y=0y=ux. (6 puntos)

4. Considere la semiesfera solida z* + y* + 2% < 1, z > 0 y suponga que su densidad en cada
punto es p(x,y, z) = k (constante).

(a) Calcule la masa (en términos de k) de dicha semiesfera. (3 puntos)

(b) Determine la coordenada z del centro de masa de la semiesfera. (4 puntos)

5. Sea F' el campo vectorial dado por F(z,y,2) = i+ yzj + e*k; sea c la trayectoria definida
porc(t) =t*i—tj+tkcont € [0,3]. Calcule la integral de linea

/ F - ds. (7 puntos)

6. Sea S la superficie definida por z = x + y* sobre la regién D dadapor -1 <z < 1,0 <y < 2.

/ /s ydS. (8 puntos)

7. Sea D el rectangulo, en el plano uv, definido por 0 < u < 27, 0 < v < 7wy sea S la superficie

Calcule la integral de superficie

definida por la parametrizaciéon ¢ : D — R3, dada por

r = cosusenv, Yy =senusenv, Z = COS .

(a) Determine el vector normal a la superficie n = T;, x T,,. (4 puntos)

(b) Calcule [[,r-dS, donde r(z,y,2) = zi+yj+ zk. (6 puntos)

I Reposicion, PAC. 2004-2

Valor total: 30 puntos

Instrucciones: A continuacion se le presentan cinco ejercicios. Resuélvalos con orden y claridad.
Se calificara el procedimiento, las operaciones y la respuesta final.
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1. Sea w(z,y,z) = zyz.

(a) Determine el maximo de w sujeto a la restriccion z +y+z =1,conz > 0,y > 0y z > 0.
(6 puntos)
r+yt+=z

(b) Utilice la parte (a) para probar que siz > 0,y > 0, z > 0, entonces J/xyz < 3

(3 puntos)
x Yy z

+ + =
r+y+z x+y+z r+y+t+z

Ayuda: observe que

2. Una particula sigue la trayectoria c(t) = (acost)i+ (asent)j+ (bt )k donde a y b son nimeros
reales constantes.

(a) Pruebe que la rapidez de la particula es constante. (3 puntos)
(b) Calcule la longitud de arco de la trayectoria para ¢ € [0, 2. (3 puntos)
3. Sea F(x,y,2) = xyi+ yzj + zz k. Calcule div(F X rot F). (6 puntos)

4. Calcule la integral doble

[

donde R es la regién limitada por el tridngulo de vértices (0,0), (1,1) y (0, 1).
(5 puntos)

5. Dada la integral iterada

/0 4 / " e y)dudy,

dibuje la regién de integracion y cambie el orden de integracion. (4 puntos)

IT Reposicién, PAC. 2004-2

Valor total: 30 puntos

Instrucciones: A continuacion se le presentan cinco ejercicios. Resuélvalos con orden y claridad.
Se calificara el procedimiento, las operaciones y la respuesta final.
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1. Use coordenadas cilindricas para calcular

/ / /R (20 — y)dzdydz.

donde R es la region del primer octante del espacio acotada por los planos z = 0, y = 0,

x = 0,y por la superficie z = 4 — 2* — 3. (5 puntos)

2. Use coordenadas polares para calcular

1
. dudy,
//S4—|—x2+y2 vay

donde S es la region del primer cuadrante encerrada por el circulo 22 + y* = 4, y las rectas
y=0y=u. (5 puntos)

3. Un bloque rectangular en el espacio esta formado por todos los puntos (z,y, z) tales que
0<2<10<y<10<z <1 Ladensidad en cada punto (z,y, z) del bloque es
p(z,y, z) = xy + z. Calcule la masa del bloque. (5 puntos)

4. Sea C el tridngulo de vértices (0,0), (2,0), (2, 2) orientado en sentido contrario al que giran
las manecillas del reloj.

(a) Obtenga una parametrizacion para C. (4 puntos)

(b) Calcule [, zdx + xy>dy. (4 puntos)

5. Sea S la superficie definida por z = z? — y? sobre la region D dadapor0 <z < 1,0 <y < 1.

// V14 4x? +4y%dS. (7 puntos)
s

Evalte

I Ordinario, PAC. 2003-2

Valor total: 40 puntos
Instrucciones: Resuelva los siete ejercicios que se le presentan a continuacién. Se calificara el

procedimiento y los diferentes pasos necesarios para probar o resolver lo que se pide.

1. Determine los maximos y minimos relativos de la funcién f(x,y) = 2? + zy + y* — 2z — y.
(6 puntos)
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. Halle los puntos extremos de f(z,y) = x + 2y sujeto a la condicién 2% + y> = 5. (6 puntos)

. Sea c la trayectoria ¢ =(2t,t? Int), definida para t > 0. Determine la longitud de arco de c

1
entre los puntos (2,1,0) y (4, 4,1n2). Nota: recuerde que (Int)" = . (6 puntos)

. Determine una relacién entre m y n de manera que el campo vectorial

myi + nxj
Vi(z,y,z) = T
sea irrotacional (es decir rot V' = 0 para todo (z,y) # (0,0)). (6 puntos)

. Pruebe que la curva c(t) = (sent, cost, e') es una linea de flujo del campo vectorial velocidad

F(.Z',y, Z) = (ya —I',Z). (4 puntOS)

. Para la siguiente integral dibuje la regién de integracién y cambie el orden de integracién:

4 e
/ / f(x,y)dzdy. (5 puntos)
0 %y

. Evaltie la integral doble [ [, (z — 2y)dady, donde D es el interior del tridngulo de vértices

(0,0), (1,1) y (10,1). (7 puntos)

IT Ordinario, PAC. 2003-2

Valor total: 40 puntos

Instrucciones: Resuelva los seis ejercicios que se le presentan a continuacioén. Se calificara el

procedimiento y los diferentes pasos necesarios para probar o resolver lo que se pide.

1. Una lamina delgada ocupa la regién del plano acotada por la pardbola y = 22, y por las

rectas ¢ = 2, y = 1. La densidad de la ldmina en cada punto (z,y) es p(z,y) = y. Determine
la coordenada 7 del centro de masa de la ldmina. (8 puntos)

2. Utilice coordenadas cilindricas para evaluar la integral triple

JJ[ @ dodya:

donde I es el sélido limitado por el paraboloide z = 2 + y? y por el plano z = 1.(7 puntos)
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///W (x —y) dedydz

donde W es el sélido descrito por las desigualdades 0 <2 <1,0<y <z,0<z <z +w.
(5 puntos)

3. Evalte la integral triple

4. Sea c la curva descrita por c: [0, g] — R? con c(t) = (3sent,3cost,t) y sea f(x,y,z) =
y — x + z. Evalae fc f(z,y, z)ds. (6 puntos)

//S(x+y—2z)d5

donde S es la superficie definida por z = 6 + 2z + 3y sobre la regién D dada por 0 < z <1,
O<y<2 (7 puntos)

5. Evalte la integral de superficie

6. Calcule la integral f f o I'+dS,donde S esla superficie de la semibola 24y +22<1,2>0,
y F'=xi+yj+ 2k (haga que la normal unitaria n apunte hacia abajo). (7 puntos)

I Reposicién, PAC. 2003-2

Valor total: 24 puntos

Instrucciones: Resuelva los cuatro ejercicios que se le presentan a continuacién. Se calificard el
procedimiento y los diferentes pasos necesarios para probar o resolver lo que se pide.

1. Halle los puntos extremos de f(z,y) = 3z + y + 2 sujeto a la condicién 222 + y* 4 22 = 1.
(7 puntos)

2. Sea c la trayectoria ¢ = (¢,2¢,t + 1). Determine la longitud de arco de ¢ entre los puntos
(—1,-2,0)y (1,2,2). (5 puntos)

3. Determine la divergencia y el rotacional del campo vectorial
F(z,y,2) = e™i+ e""j+ k.
(5 puntos)

4. Evalte la integral doble [ [ (2* + 2zy)dzdy, donde D es el interior del cuadrildtero de vér-
tices (0,2), (0,4), (2,2) y (2,0). (7 puntos)
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IT Reposicién, PAC. 2003-2

Valor total: 24 puntos. Vale 6 puntos cada ejercicio.
Instrucciones: Resuelva los cuatro ejercicios que se le presentan a continuacion. Se calificara el
procedimiento y los diferentes pasos necesarios para probar o resolver lo que se pide.
1. Determine el valor promedio de la funcion f(z,y) = 2%y sobre la regién D determinada por
el semicirculo 22 + 2 < 1,y > 0.

2. Utilice coordenadas cilindricas para evaluar la integral triple

/ / /W (z* + v?) dedydz

donde IV es el s6lido dado por 22 + 4> < 1,0 < z <4 — 2% — ¢°.

3. Sea cla curva descrita porc: [0, g] — R3conc(t) = (3sent,3cost,t)ysea f(z,y,2) = 2y+3z.
Evalte [, f(z,y, z) ds.

4. Evalte la integral de superficie

//5(3:1: +y*)dS

donde S es la superficie definida por z = 2z — 5y sobre la regién D dada por —1 < z <1,
0<y<L

Soluciones de los exdmenes

Se proporciona, a continuacién, los esquemas de solucién de los exdmenes propuestos.

I Ordinario, PAC. 2004-2

1. (8 puntos) Se tienen que VF = (92% — 9,2y + 4). Igualando a (0, 0) se obtiene que

922 -9 = 0
2u+4 = 0
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Este sistema tiene dos soluciones: (1, —2) y (—1, —2); estos son los puntos criticos. Vamos a
aplicar el criterio dado por el teorema 6 (p. 208) a ambos puntos para determinar si corres-
ponden a un méximo o a un minimo. Para ello, primero se calculan las segundas derivadas
parciales de F'y el valor de D:

0*F 0%F O*F OPF O’F [ PF\°
— =18 — =2 =0, D= : — = 36z.
022 O o2 oxdy 922 0y (8x8y> ’
Para (1, —2) se tiene
0*F 0P?F OPF
—(1,-2)=18>0, —— =2 =0, D=36>0
@x2( =) ’ Y2 T 0xdy ’
Por lo tanto, F' tiene un minimo local en (1, —2).
Para (—1, —2) se tiene
O*F O*F O*F
—(—1,-2)=-18<0, — =2 =0, D=-36<0
Ox? (=1,-2) T Oy? T 0xdy

Por lo tanto, F' no tiene ni méximo ni minimo local en (—1, —2) (es un punto de silla dado
que D < 0).

2. (7 puntos) Utilizamos el método de los multiplicadores de Lagrange para determinar el mi-

3 .
nimo. Para ello consideramos g(z,y, z) = 22* + 3y* + 42 — 5V establecemos la ecuacién

Vf(r,y) = AVg(z,y)

Es decir:
(1,1,—1) = A (4z, 6y, 8z)

De aqui, y de la restriccion, se obtiene el sistema

1 = 4x)
1 = 6y
-1 = 82X
2% + 3y + 422 = ?
Evidentemente A\ # 0, por lo tanto, de las tres primeras ecuaciones se tienen x = ﬁ, y = 6%\'
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—1 : 1as . .
P= oy Sustituyendo esto en la dltima ecuacién se tiene
1)’ 1\? -1\? 13
2 — — ) +4(—=) = =
(4)\) +3(6)\> * (&\) 3~
LS DS R N
8AZ T 12X2 162 3
1313
4832 3
U
16
Porlotanto)\—lo)\— L
4T 4
1 2 1
S')\:_, t :1’ :—’ = ——,
i 4 entonces Y=gz 5
Si A L entonces 1 2
= ——, gj‘:—, = -, = —.
1 v=73 "
2 1 2 1 13 21 2 1 13
Dad 1,2, -2 )=1+24+-=2 1, -2 o) =12 -2 = 22 seti
aoquef(,B, 2) +3+2 6yf( , 3,2) 373 ;¢ tienen
13 13

que el maximo es 57 el minimo es &

. (@) (3 puntos) Se tiene que ¢ (t) = (3v/t,1,v/8), luego ||[¢(t)|| = VIt +1+8 = V9t +9. La
rapidez cuandot = 8es ||d(8)|| =v9-8+9=09.

(b) (3 puntos) La longitud de arco viene dada por
L:/ \/9t+9dt:3/ ufdu:2u§4 =2(64 —8) =112 ul
3 4

(Se hizo la sustitucién v =t + 1, du = dt).

. (7 puntos). Primero se calcula el rotacional de G:

Luego,
F xrotG = (z,y,zyz) X (—y, 2y, —x2) = (—xyz — 2?2, —xytr + 2z 2ty + yQ)

Finalmente,

div (F x rot G) = V - (—ayz — 2°y’z, —azy’z + 2°2, 2%y + y°) = —yz — 20y°2 — 2zyz.
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5. (7 puntos) Para que ¢(¢) sea una linea de flujo de F' se debe tener que ¢'(t) = F(c(t)), para
todo ¢ > 0. Se tiene que c/(t) = (2(a + b)t,2at) y F(c(t)) = (Va+bt,\/at).

Luego, (t) = F(c(t)) = (2(a + b)t, 2at) = (Va +bt,/at) =

2@+b)=vVa+b o 2a=+a

1 =

De 2a = +/a se tiene que 4a® = a = a(4a — 1) = 0,dedondea =00 a =

1
Sustituyendo a = 0 en 2(a + b) = v/a + b se obtiene 2b = Vb, es decirb=00b = 1

1 1 1 1
Sustituyendo a = 7N 2(a + b) = va + b se obtiene 2 (— + b> = ”Z + b, es decir 1 +b=0

4
1 1 1
01+b: Z,porlotantob: _ZOb_O'
1 1
En conclusidn, ¢(t) es una linea de flujo de F'si (a, b) = <O, Zl) o (a,b) = (4_1’ O> 0
1 1 . . T
(a,b) = (Z’ _Z) El caso (a,b) = (0, 0) esta excluido por hipétesis.

6. (8 puntos) El punto del primer cuadrante en el que se corta la recta y + = = 2 con la pardbola
y =x*es (1,1). Entonces y variade 0 a 1 y x varia de la curvay = 2? alarecta y + = = 2, es
decir, de \/y a 2 — y. La integral pedida es

1 2—y
/ / rydrdy = / xydxdy
R o Juy
_ 1 ' 72 ‘2_yd
1

1
= —/ (y* — 5y* + dy) dy
2 0

1 14 53 2
= (St =SP4
2(4y 3y+y)

1

. 24

7. (7 puntos) La region de integracion es la region encerrada por las curvas y = 22,y = 3, que
se cortan en los puntos (0,0) y (1,1). De manera que y vade0a ly z vadelacurvay = 3
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. 1 .
ala curva y = 22, es decir, x va de y* a y2. La integral es,

1
1 px3
// (x +y)dydx = // (x + y)dzdy
0 Jax2
1
= /)Qﬂ+y2—§y—y)dy
0

_ (L 25 1 1
= WV g

53
140

1

0

IT Ordinario, PAC. 2004-2

1. (6 puntos) Evaluando y = 0, z = 0 en la ecuacién 6z + 3y + 2z = 6 se obtiene que = = 1, por
lo tanto x vade z = 0 a x = 1. Evaluando z = 0 en la misma ecuacion se obtiene 6x + 3y = 6,
es decir, y = —2z + 2; entonces y vade y = 0 a y = —2z + 2. Finalmente, despejando z en la

. . 3 . .
ecuacion del plano se tiene z = —3z — §y + 3,esdecir, z variade z = 0a z = -3z — éy + 3.

Asi, la integral es

|| ] wizaya:

—2x+2 —3x—§y+3
/ xdzdydx
0

—2x+2 3
/ < 322 — %Y+ 33:) dydzx

0
—2x+2

( 322y — —xy + Bxy) dx

0

(3x3 — 622 + 3x) dx

1

3
24
-2
:L‘-|—2£E

0

Bl S~ S~ S~ o~

1

2. (a) (4 puntos) Se tiene que 7'(u,v) = (2u — v, u + 2v). Dado que la transformacién es lineal,

entonces D* es un cuadrilatero de vértices (uy, v1), (uz, v2), (us, v3), (ug, v4), donde T'(uy,v1) =
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(—=5,0), T'(uz,v2) = (0,=5), T'(us,v3) = (5,0) y T'(u4,v4) = (0,5). Es decir
(2u; — v, u; +2v1) = (=5,0)
(2ug — vo, ug + 2v3) = (0,—5)
(2us — vs,uz +2v3) = (5,0)
(2ugy — vy, ug +2v4) = (0,5)

De aqui se tiene que (uy,v1) = (=2, 1), (ug, v9) = (=1, —2), (us,v3) = (2, —1), (u4,v4) = (1,2).
Estos son los vértices de D*.

(b) (2 puntos) El jacobiano es

8(1‘,3/): au v | _ 2 —1 =
O(u,v) g—g % 1 2

3. (6 puntos) Las coordenadas polares vienen dadas por = rcos#, y = rsen§; el jacobiano de
esta transformacion es J = r. Por otra parte, 4 — 2? — y* = 4 — r?. De acuerdo con la figura
se tiene que r € [0, 2] (pues 2 + y* = 4 es una circunferencia de radio 2) y 6 € [ W} pues la

™
recta y = 0 corresponde a # = 0 y larecta y = x corresponde a § = 1 De todo esto, se tienen

que
2 s
// V4 — 2?2 —y2dedy = / /4 V4 —r2rdfdr
s o Jo
R
= —/ V4 —r2rdr
= / Vudu
_ T2
-3 3“ . 3 |
(Nota: se hizo el cambio de variable v = 4 — r?, du = —2rdr).

4. (a) (3 puntos) Se tiene que la masa es

M:/// k dxdydz,
W

donde W es la semiesfera indicada. Usando coordenadas esféricas se tiene que

M = /Qﬂ// kp® sen ¢ dodpdh

2
= 2rk- §’0 - (—cos9)|g :§7rk.

0
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(b) (4 puntos) Se tiene que

I\

[,
/ [

1

o 4

5. (7 puntos) Se tiene ¢/(t) = (32,
F(e(t)) -
Luego
3
J
2

6. (8 puntos) Se puede parametrizar la sup

entonces

T,
Ty
T, xT,
1T x Tl

Por lo tanto:

/ / ydS =
S

T —=p

—1,1), F(c(t)) = (13, —t%, ¢!

1 1
04 3 + ¢

zkdxdydz

/ p cos ¢p? sen pdddpdh
3

3

2
4

0

2sen [0)

0

), entonces

d(t) =3t +1° + €.

(38 + ¢ +e') dt

3 745

2

0

3

erficie mediante ®(z,y) = zi+yj + (z + y*) k;

= (1,0,1)
= (0,1,2y)
= (—1,-2y,1)
= 2+ 4?2
1 02
/ / y\/ 2 + 4y’ dydz
~1Jo
1 [ 8
—// u%dudx
8J_1J2
1 2 3™ 26
- -u2| = —V2
4 3 | 3

(Nota: se hizo el cambio de variable u = 2 + 412, du = Sydy).
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7. (a) (4 puntos) Se tiene que

T. = (—senusenv,cosusenuv,0)
T, = (cosucosv,senu cosv,—senuv)
_ T _ 2 2 2 2
n = T,xT,=(—cosusen’v,—senusen® v, — sen” u sen v cos v — cos” useN v COS V)

= (— COSUSGD2 v, — SGHUSGH2 UV, — Sen v cos U)

(b) (6 puntos) Observe que

r(u,v) = (cosusenwv,senusenuv,cosuv)
r(u,v)-T, x T, = —cos’usen®v — sen®usen®v — sen v cos” v
— 3 2,
= —sen’v —senvcos v = —senv.

Luego

27 ™
// r-dS = / / (—senv)dvdu = —4m.
) o Jo

I Reposicién, PAC. 2004-2

1. (a) (6 puntos) Hacemos Vw = AVg, donde ¢(z,y, z) = © + y + z — 1. Se obtiene el sistema

yz =
Tz =
Ty =
r+y+z =

= > > >

De las tres primeras ecuaciones se obtiene yz = zz, vz = xy. Como z, y, 2 no son iguales a 0,

entonces concluimos que = y = z. Sustituyendo en la restriccién: = + = + « = 1, es decir,
L or lo tanto L El méaximo es 111 L
T =-Y, , E=1Y =2 = —. X1 wl=,=, =] ==
g VP Y 3 3'3'3) " 27
z
+—7 4
r+y+z xz+y+z x+y+z

(b) (3 puntos). Dado que = 1. De acuerdo con la parte (a),

x Y z 1
w ) ) S_a
r+yt+zr+yt+z r+y+z 27
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es decir
R S
r+y+z r+yt+z rx+y+z 27
TYZ < 1 N
(x4+y+2)°> — 27
(z+y+2)°
< -~ < 7
ryz < o7
r+y+z

Jryz < 3

2. (a) (3 puntos) Se tiene que ¢(t) = (—asent,acost,b), luego la rapidez es

| ()|| = Va2sen2t + a2 cos®t + b2 = Va2 + b2,

que es constante.

(b) (3 puntos) La longitud de arco es
2
L= / Va2 + b2 dt = 27va? + b2,
0

3. (6 puntos) Se tiene que rot F' =V x F' =V x (zy,yz, zx) = (—y, —z, —x) .
Por otra parte, F'xrot F' = (zy,yz, z2) X (—y, —2, —2) = (—yzz + 2%, —yzx + 2%y, —yzz + 322) .

Entonces

div (F xrot F) = V- (—yzz+ 2%z, —yzz + 2y, —yzz + y°z)
= —yz+22—zx+x2—xy+y2.

4. (5 puntos) Segtin vemos del dibujo, v vader =0az =1y yvadey =z ay = 1. Entonces:

1 1 y
/ / (y* — 2®)dedy = / / (y* — 2*)dydz 1
R 0 x
1 1
1 3 2 )
= Sy =7y
[ (;

el 1

= /0‘ <§—x2—§x3+x3) dzx

dx

1 1, n 14 T
= —r— -2+ =

3 3 6 | 1
_ 1 Figura 16: Problema 4.

G
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5. (4 puntos) De acuerdo con la integral dada se tienen que y vadey = 0ay = 4y x vade
Tr =

1
Jyaz = /Y. Esto corresponde a la region encerrada entre las curvas y = 2z, y = 2?
(que se cortan en los puntos (0,0) y (2,4)).

Invirtiendo el orden de integracién se obtiene que

/04 /g\/gf(x,y)dxdy = /02 /j f(x,y)dydzx.

II Reposicién, PAC. 2004-2

1. (5 puntos) Las coordenadas cilindricas vienen dadas por
xr=rcosf, y=rsenfd, z=z;

el jacobiano de esta transformacién es r. La proyeccién de la regiéon sobre el plano zy
(equivalentemente, z = 0) es el cuarto de circunferencia del primer cuadrante dado por
2?2 4+ y* < 4, por lo tanto, 0 € [O, q y r € [0,2]; ademds, z varfade z = 0a z = 4 — r?. Por
otra parte, z — y = r (cos § — sen §); de este modo,

T2 pa-r?
/// (2z — y)dxdydz = / / / (2cos @ — sen 0) r*dzdrdd
R o Jo Jo

L.
= /2 / (2cosf — sen ) (4r* — r*)drdf
o Jo

45 15\]
= (2cos@ —sen@) | =r° — —r do
. 3" 75
64

1_5.

0

64 ™
= 1 (2senf + cos0)|g =

2. (5 puntos) Como se sabe las coordenadas polares vienen da-
das por z = rcos§, y = rsen6; el jacobiano de esta transfor- /2

1
= . De 1t
4422 +y? 4402
acuerdo con la figura se tiene que r € [0, 2] (pues z* +y* = 4

macion es J = r. Por otra parte,

es una circunferencia de radio 2) y 6 € |0, % pues la recta
= 0 corresponde a ¢ = 0y la recta y = x corresponde a 1

™ .
¢ = —. De todo esto, se tiene que
Figura 17: Problema 2.
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1 21
// —— 5 dvdy = / / > rdfdr
sd+azi+y o Jo 447
8

(Nota: se hizo el cambio de variable u = 4 + 2, du = 2rdr).

3. (5 puntos) La masa del bloque viene dada por

M= /// xy—l—zdxdydz—// (yx —I—xz)
[ L oo [ o)
(e et

4. (a) (4 puntos) Se puede parametrizar de varias maneras; en todos los casos, se debe parame-

dydz

dz

0

0

Z.

trizar separadamente cada uno de los lados del triangulo. Sean A(0,0), B(2,0) y C(2,2).
La parametrizacion mds evidente es la siguiente:
[ ) EI C1 (t)
[ ) B_CI Co (t)
o AC: c3(t) = (—t,—t) cont € [-2,0]

(t,0) cont € [0, 2]
(2,t) cont € [0,2]

(b) (4 puntos) Para c; se tienen z = t, y = 0, por lo que dz = dt, dy = 0y, entonces
xdx + xyidy = tdt; para c; se tienen z = 2, y = ¢, por lo que dz = 0, dy = dt y, entonces,
en este caso, zdx + zy’dy = 2t%dt; para c3 se tienen v = —t, y = —t, por lo que dz = —dt,
dy = —dt y, entonces xdx + zy*dy = (—t) (—dt) + (—t)(—t)?(—dt) = (t + t3)dt. Asi,

/ (zdz + zy’dy) + / (zdz + zy’dy) + / (zdz + zy*dy)

Cs
= /tdt+/ 2t2dt+/ (t+t%)dt

1 1 16 4
12 tl =24 ——2—-4=—
0+[2 +4 ]_2 +3 3

/ xdx + zy*dy
c

2
+—t3
N

— —t2
2
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5. (7 puntos) Se puede parametrizar la superficie mediante ®(x,y) = zi + yj + (2 — y?)k,
entonces 7, = (1,0,2x), T, = (0,1, —2y), T, x T,, = (—2x, 2y, 1), por lo tanto

1T > Tyl = 1 (=22, 2y, 1) [| = /1 + 4a® + 4y

Luego:

/ V1+4x2 +4y2dS =
s

/ V14422 4+ 42 \/1 + 422 + 4y? dady

/ 1 + 42% + 4y2) dxdy

(o toeann)
i

0

T+ x + 4y x)

S— o —o—

[GSEN|

7 4
+ 4y2) dy = 3Y + gy?’

I Ordinario, PAC. 2003-2

aof of
ox’ Oy
tienen 2z +y —2=0,2+ 2y — 1 =0, es decir z = 1, y = 0. Solo hay un punto critico: (1, 0).

1. (6 puntos) Se tiene que V f = ( ) =2z +y—2,x+2y—1). Resolviendo Vf = 0, se

Ahora se calcula OF _ =2>0, il OF _ l,porloque D =2-2—-12=3> 0. El
D22 92~ 2Y Guoy — vPorioquel = - '
punto corresponde a un minimo relativo que es f(1,0) = —1, no hay méximos relativos.

2. (6 puntos) Sea g(x,y) = z? + y* — 5. Se tienen Vf = (1,2) y Vg = (2,2y). Haciendo
1

Vf = AVg se tienen 1 = 2z}, 2 = 2yA. De aqui, A = =5 y, por lo tanto y = 2z.

2x
Sustituyendo en 2? + y? = 5 se tienen 2? + 422 = 5, es decir z? = 1y, entonces = = +1. Para

r = 1setiene y = 2y para x = —1 se tiene y = —2. Hay dos puntos criticos (1,2) y (-1, —2).
Evaluando: f(1,2) =5y f(—1,—2) = —5. En (1,2) hay un maximo y en (—1, —2) hay un

minimo.

3. (6 puntos) Se tiene

1 1 1
c (2,2t,¥> :>||c’|y:,/4+4t2+t—2:¥ 4t + 482 + 1
1

1 1
(22 4+ 1)* = S +1) =2t 4+ -
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Por otra parte, el punto (2,1,0) se obtiene cuando ¢ = 1 y el punto (4,4,In2) se obtiene
cuando t = 2. Luego, la longitud de arco es

? 1
L:/ <2t+¥) dt = 1> +Int|’ =3+ In2.
1

4. (6 puntos) Se debe determinar cudndo rot V' = 0. Se tiene

i J k
0 19) 0

rot V=VxV= o oy 9z
my ni

(z2+ 92> (a2 +y2)°

Igualando a 0 se tiene n (y*> — 2?) — m (2> —y?) = 0 = (m+n) (y* — 2?) = 0 para todo
(z,y) # (0,0), por lo que se debe tener m +n = 0.

5. (4 puntos) Se debe probar que c'(t) = F(c(t)). Se tiene ¢/(t) = (cost, —sent, e’); mientras
tanto F'(c(t)) = F (sent,cost,e") = (cost, —sent, e'). Por lo tanto son iguales.

6. (5 puntos) Considerando la integral interior vemos que = 4}1/
varia de x = Jyazr= VY- Asi, la region estd comprendida
entre la recta y = 2z y la pardbola y = z%. La gréfica de la 3]
region se da en la figura adjunta. 2t

Para cambiar el orden de integracion vemos que cuando
y = 4, entonces = /4 = 2y cuando y = 0, entonces

z = 0. Es decir 0 < z < 2, mientras que, como la parabola G £ i 5
queda por debajo de la recta, z? < y < 2z, por lo tanto
Figura 18: Problema 6.

A / ff(x,y)d:pdy = [ [ s iva
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99

7. (7 puntos) La regién de integracion se proporciona a conti-

nuacién. La recta que une los puntos (0,0) y (1,1) esy = z;
la que une los puntos (0,0) y (10,1) es 10y = z; la que une
los puntos (1,1) y (10,1) es y = 1. Asi, si (x,y) pertenece a
la region de integracién, entonces 0 < y < 1, mientras que
y <z < 10y. La integral es, por lo tanto:

—1

i24681o@“
9

Figura 19: Problema 7

//x—dexdy—// (x — 2y)dxdy

= —T —Qxy
5
163 ,
= | SYydy
o 2
21t 21
“ 2V T

dy

Y

IT Ordinario, PAC. 2003-2

1. (8 puntos) Primero se calcula la masa: M
y = a2 se cortan cuando = = 22, es decir,

= [[pp(z,y)dzdy. Larectay = 1y la parabola
r = 1, x = —1 (la regién no considera el valor

x = —1), entonces z varfadez = laxz =2y yvariadey = 1 ay = 22. Luego

=] fe

y)dxdy

/ / ydydz

l\DIH l\JI

[ 3
[
: (5

x—l

: _x)
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La coordenada Z del centro de masa es

1
T= M//Rxp(x,y)dfcdy

5 2 x?

= — xydydx
il )
ST N

- = Lz d
3/, TRV
5 [?1
:1—3 §ar(x4—1)d:17
1
5 (%, .
:2—6 1 (ac —x)dx
2
_ 5 (Lo 1\ _45
26 \ 6 2 . 26

2. (7 puntos) Las coordenadas cilindricas estdn dadas por x = rcosf, y = rsenf, z = z; su
jacobiano es r. Si se hace z = 1 en la ecuacién del paraboloide, entonces se tienen 1 = 22 +/?,
de modo que la proyeccion del sélido sobre el plano zy es el circulo 2% + y? < 1.

Por lo tanto, r variader =0ar = 1,0 variade =0af =2ry zvariade z = 2> +y* =r?a
z = 1. La integral pedida es:

1 p2r gl
/// rdrdydz = / / / r cos Odzdfdr
w o Jo J2

1 27
= / / (1 — 7“2) r cos 6dOdr
o Jo
1
:/0 (7"—7“3) sené"?dT:O.
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3. (5 puntos) Los limites de integracion estdn dados directamente por las desigualdades:

///W(:c—y) d:cdydz:/Ol/ox/ow(m—y)dzdydx
/1/x<x—y><x+y>dydx
/0 2 — o) dydz
1<xy_%

(x
%/O =2

4. (6 puntos) Se tiene ¢/(t) = (3cost, —3sent, 1), luego

dx

|
C»Jlr—\
8
w
N————
QU
&

> =

| (#)]| = V9cos?t + 9sen?t + 1 = V19

Ademas f(c(t)) = 3cost — 3sent + t. Luego

/f(x,y,z)ds:/2 (3cost — 3sent +t) V19dt
c 0

2

1
=v19 (3sent + 3cost + 5152)

0

1 1
- \/1—9<3+§7T2 —3) = §7T2\/E.

0
5. (7 puntos) La superficie se puede escribir como z = g(x,y) = 6+ 2x + 3y, y, entonces % =2,
0
az = 3. Luego,
1 2
/(x+y_22)ds = / / (x +y —2(6+ 22+ 3y)) V1+ 2%+ 32dydx
S o Jo

— /1 /2(—3x — 5y — 12)V/14dydz

= \/_/ ( 3xy——y—12y)2

dx
= \/ﬁ/ (=62 — 34) dr = V14 (—32° — 34x) }(1) = —37V14

0
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6. (7 puntos) La superficie se puede parametrizar mediante = sen¢cosf, y = sen¢psend,

2z = cos ¢, con ¢ variandode § =0 a 0 = 2y ¢ variando de ¢ = 0 a ¢ = 7. Con esto,

Ty = (—sen¢gsenf, sen¢cosb,0)
Ty = (cos¢cosh, cospsent, —sen @)

Entonces
Ty x Ty = (— sen® ¢ cos 0, — sen® psen 6, — sen ¢ cos (b) :

Por otra parte
F = (sen ¢ cos @, sen ¢ sen 6, cos ¢) .

F-Ty x T, = —sen® ¢ cos? § — sen® ¢ sen? § — sen ¢ cos® p = —sen® ¢ — sen ¢ cos® ¢ = — sen ¢.

Luego
27 g 27
//F-dS:/ / (—sen¢)d¢d9:/ cos ¢l df = —4m.
® o Jo 0

I Reposicién, PAC. 2003-2

1. (7 puntos) Sea g(z,y) = 22> + y* + 2 — 1. Se tiene Vf = (3,1,1) y Vg = (4z,2y,2z). Ha-
3 1

1
E—@—iy,por

2 2 4 4
lo tanto y = 30 2= S Sustituyendo en 222 + y* + 2? = 1 se tiene 22 + §x2 + 53:2 =1,

ciendo Vf = AVyg se tienen 3 = 4z, 1 = 2y\, 1 = 2z\. De aqui, A =

3 2
es decir 22 = — vy, entonces © = +——. De aqui, y = +——, = = +——. Los puntos criti-
26 Y ST A VT; V26 o
(3 2 2) (—3 -2 —Z)E luand f(3 2 2) 13
COS son , , , , . Evaluando: , , =
V26 V26 /26 y V26 V26 /26 V26 V26 /26 26 y
-3 -2 =2

-3 -2 -2 —13 3.2 2
) ) = 'E Y Y h AxXi Y Y
/ (\/26 V26 \/26) V26 1“(\/26 V26 \/26> ayunmammoyen(\/% V26 \/26)

hay un minimo.

(5 puntos) Se tiene

d=(1,2,1) = ||| =vV1+4+1=16.

Por otra parte, el punto (—1,—2,0) se obtiene cuando ¢t = —1y el punto (1,2, 2) se obtiene
cuando t = 1. Luego, la longitud de arco es

L:/_llx/édtzzx/é.
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oF, 0F, OF:
3. (5 puntos) Se tiene div F' = 8&71 8; + 823 = ye™ + ze¥? 4 xe*”.
Por otra parte
i j k
o o0 0
t = - = = =
rot V VxV 9r 9y 0

TY oYz R

9]

= —ye¥*i — ze*j — xe™k

4. (7 puntos) La regién de integracion se proporciona en la figura abajo.

La recta que une los puntos (0,2) y (0,4) es z = 0; la que une los puntos (2,0) y (2,2) es

r = 2; la que une los puntos (0,2) y (2,0) es y = 2 — z; finalmente, la recta que une los

puntos (0,4) y (2,2) esy =4 — x. Asi, si (z,y) pertenece a la regioén de integracién, entonces

0 <z <2, mientras que 2 — z < y < 4 — z. La integral es, por lo tanto:

2 4—x
// (2% + 22y)dwdy = / / (2% + 2zy)dydx
D 0 2—x
2 4—z
— / 2y + ny}Q_x dx
2
= / [227 + 2(12 — 4x)]dx
0

2
:/ (122 — 22%]dx
0

II Reposicién, PAC. 2003-2

Figura 20: Region ejercicio 4.

1. (6 puntos) Primero se calcula la masa: [ [ pdrdy. Como D es un semicirculo, utilizamos

coordenadas polares z =

rcosf, y = rsenf; para la regiéon dada se tienen 0 < r < 1y

0 <60 < 7. Ademads, se sabe que el jacobiano es r, entonces

1 g 1
// dxdy = / / rdfdr = —=.
D 0o Jo 2
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Ahora, usando nuevamente coordenadas polares:

1 T
// x2yda:dy:/ / r2 cos? Or sen Ordfdr
D
/ / r* cos? 0 sen OdOdr
= / —cos 30
0 3

571' 157r'

1 .0 2
=T = —.
5 10715

2
de = - -
3

0
2
Por lo tanto el promedio es +>

2. (6 puntos) Las coordenadas cilindricas estdn dadas por x = rcosf, y = rsenf, z = z; su
jacobiano es r. Se tienen 22 + y* < 1, de modo que r se mueve entre 0y 1y § entre 0y 27. De
la desigualdad 0 < z < 4 — 2? — y? se tienen que z se mueve entre 0 y 4 — r%. Por lo tanto

2 pl pd—r?
/// (2% 4+ v?) dedydz = / / / r2rdzdrdf
w o Jo Jo
27 1 Ap?
/ / (7’32) drdf
/ drd@
/ 4r3 — P drd@

(=t

O

[e=]

dr

Il
O‘.'O"N%c\

3. (6 puntos) Se tiene ¢/(t) = (3cost, —3sent, 1), luego || (t)|| = V9cos?t + 9sen?t + 1 = /19.
Ademas f(c(t)) = 6 cost + 3t. Luego

jus

/f(a:,y,z)ds = /2(6cost+3t)\/1_9dt

0
3.\|? 3,
= V19 6sent+§t =19 6+§7T .
0

0
4. (6 puntos) La superficie se puede escribir como z = g(x,y) = 2z — 5y, y, entonces 99 _ 2,

ox
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1

3 1
=30 | z2? + =
2 37 )1,
3 1 3 1 2
=V30 (S +-—-+-)=2V30
(2+3 2+3) 3
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